KTH Matematik

B.Ek
Loésningar tentamen 5B1204 Diskret matematik for D2, 26 augusti 2005

TEORIDELEN

la) Karakteristiska ekvationen maste ha dubbelroten z = 2. Enklaste (icke-triviala) ekva-
tionen blir (z —2)2 =22 — 42 +4 =0, dvs 22 = 4w — 4, sa

svar: Rekursionsekvationen a,,12 =4a,11 —4a,. (Se stencilen om rekursion.)

b) Se Biggs 15.4. c) > ey 0(v) = 2|E], se Biggs 15.3.

2a) Se Biggs 17.6. b) Eulers polyederformel v — e +r = 2 ger med v = 127, ¢ = 266 att
r = 141, sa svaret: 141 ytor. (Se stencilen om planéra grafer.) c) Se Biggs 7.2.
3a) Se Biggs 5.2. b) Pa () = #‘_r), satt, se Biggs 11.1.

c) Villkoret ar precis att o och 7 skall vara konjugerade. Det dr de, eftersom de har samma

cykelstruktur. Med 7 = (14)(2)(365) fas 7rr— = (7(1)7(4))(7(2))(7(3)7(6)7(5)), s& detta

blir o = (153)(26)(4) om man t.ex. tar 7 = (124653), se Biggs 12.5.

4a) ¢(539) = ¢(7?-11) =7 11(1 — 1)(1 — ) = 7-6- 10 = 420, se Biggs 11.5.

b) Om sgd(a,m) = 1 galler att m | (ax —ay) = alzr —y) = m | v —y, dvs ax = ay

(mod m) = = =y (mod m) och om sgd(a,m) = d # 1 giller att m | a’y — a -0, men

m{ (% —0), sa det géller da inte for alla x och y att ax = ay (mod m) = x =y (mod m).

Svar: Villkoret &r precis att a och m &r relativt prima, sgd(a,m) = 1.

c) Se stencilen om kinesiska restsatsen.

5a) Eftersom 41 ar ett primtal &r alla sadana grupper isomorfa med den cykliska gruppen

Cy1, sa svar: En, se Biggs 20.8. b) Se Biggs 20.7.

c) En ring for alla n € N; se Biggs 22.1. En kropp precis da n ar primtal, se Biggs 22.3 (om

n=a-bmeda,b#+léra-b=0,a,b#01Z,, sa Z, &r inte en kropp).
PROBLEMDELEN

6a) Om H multipliceras med de mottagna orden (som kolonnvektorer) fas
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nollkolonnen. Fel har alltsa intréffat i andra, férsta och ingen positionerna.
Svar: De sanda orden var 11011, 00111 och 11100.
b) Det handlar tydligen om ett RSA-system med n’ (vanligen kallat n) = 1271 = 31-41,e =
107,m = (31—1)(41—1) = 1200. Visoker n (vanligen kallat d), sa att 107n =1 (mod 1200).
Vi anvander Euklides algoritm: 1200 = 11 - 107 + 23,107 =4-23 4+ 15,23 =1-15+ 38,15 =
1-847,8=1-7T+1,881=8—-1-7T=8—(15—1-8) = —15+2-8 = —15+2(23 —1-15) =
2.23-3:15=2-23-3(107—4-23) = —-3-107+14-23 = —3-107 + 14(1200 — 11 - 107) =
14-1200—157-107 = (14—107)12004 (1200 —157)107 = 1043-107—93-1200, sa 1043-107 = 1
(mod 1200) och svar: Vi kan ta n =1043. (I sjélva verket ”récker” n = 203.)
c) Lat A4g = N och ny = 0. vilj rekursivt for ¢ = 0,1,2,... A;4; C A; som en av
{n € A; | n > n;, a, har k i i:e positionen}, k = 0,1, sa att A;;1 &r oéndlig (méngderna
kan inte bada vara éndliga, eftersom deras union &r A; som (rekursivt) ar odndlig) och lat
n;y1 vara det minsta elementet i A;1;. Da kommer alla OngyOngyy,--- att vara lika i de 3
férsta positionerna, ty n;,n;y1,--- € A; C A;—1 C .... Saken &r didrmed klar.
7a) Lat X vara mingden av mojliga placeringar. Det sokta antalet &r d& | X| = antalet in-
jektioner (olika barn pa olika stolar) fran en 13-méngd (barnen) till en 17-méngd (stolarna)
=(17)13=17-16- ... -5 = %' Svar: Antalet placeringar ar %!(: 14820309504000).
b) Lat C vara méingden placeringar diar Anna och Bo sitter bredvid varandra. Det sokta
antalet &r da | X \ C| = |X|—|C|. Men |C| =2 (16)12 = 218 (2 ordningar mellan Anna
och Bo, de bada ses som ett stort barn av 12, da finns totalt 16 positioner).
Svar: Antalet tillatna placeringar ar 14—7!! -2 14—6;!(: 10 - 15! = 13076743680000).
c) Lat A, B vara méngderna placeringar diar Bo och Cecilia respektive Anna och Cecilia
sitter bredvid varandra. Det sokta antalet &r da (séllprincipen) | X ~ (AU B UC)| =
I X| - (JAl + |B|+|C])+ (|[AnB|+|BNnC|+|CNnA|))—|[AnNnBNC|. Som i b) &r
|Al =|B| =|C| =28 medan [ANB|=|BNC|=|CNAl=2-(15)1; =22 (om Cecilia
sitter bredvid bade Anna och Bo, sitter de tre i rad med Cecilia i mitten, 2 mdjliga satt,
som ett extra stort barn av 11, totalt 15 positioner) och [AN BN C| =0 (om Cecilia sitter
bredvid Anna och Bo, sitter Anna inte bredvid Bo).

Svar: Antalet tillitna placeringar &r 17 —6 18! +6 13! —0(= 182 15! = 9916530624000).
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8a) Eftersom ¢(15) = 15(1 — £)(1 — %) = 8 och sgd(13,15) = 1 &r 13% =5 1 (enligt Eulers
sats). Saledes dr 131066 = 13813342 = . 1133132 =, (—2)? = 4. Eftersom 0<4<15 fas
svaret: Resten blir 4.

b) 252 =¢3 43 < 63 | (252 —43) < 63 | —5(252—43) < 63 | ((2:63—125)z+(215—4-63)) <
63 | (x — 37) & = =¢3 37 (vi har anvéint att sgd(—5,63) = 1). (Man kan forstas anvinda
Euklides algoritm for att finna 25~ = 58 = —5 i Zgz.) Svar: Alla z = 37+ 63¢, t € Z.
c) Lat B = A+10(= {n+10 | n € A}) och C = A+20. Det géller att visa att ANBNC # .
Antag, for att fa en motségelse, att ANBNC =@. Dadar AUBUC C{1,2,...,1020} och
(sallprincipen) [AUBUC| = |A|+ |B|+|C|— (|JANB|+ |BNC|+|CNA|). Men AN B och
CNA ar disjunkta delméngder till A, sa |A| > |[ANB|+|CNA|(+1, men det behdver vi inte)
och pa samma sétt |[B| > |ANB|+|BNC|och |C|>|CNA|+|BNC|. Genom att addera
far man |A|+|B|+|C| > 2(|JANB|+|BNC|+|CNAJ), dvs —(|JANB|+|BNC|+|CNA|) >
—1(JA[ + |B| +C]) och alltsa 1020 > |[AU BUC| > |A| +|B|+|C| — 3(|A| + |B| + |C]) =
3 -3]A| = 3681 > 1021. Antagandet ledde till motsigelse, s saken #r klar.

(En mer detaljerad analys visar att det riacker med farre &n 681.)

9a) Lat hornens valenser vara 1,3,3,4,5,6,7, 2. Summan av valenserna
skall vara 2 ganger antalet kanter, ett jamnt tal, sa  dr udda och < 7.
x = 1 ar omdjligt, ty hérnen med valenser 6,7 medfor att det gar minst
3 kanter till varje par av horn. = 7 ar ocksa oméjligt, ty tva horn med
valens 7 skulle innebéra att alla hérn hade valens minst 2. = = 3,5 gar
bada, se fig. Svar: Det attonde hérnet kan ha valens 3 eller 5.

b) Enligt figuren ar grafen bipartit. Eftersom den har ett udda antal
horn kan den inte ha nagon hamiltoncykel (en sadan maste ha vartannat m
svart och vitt horn, dvs lika manga av vardera), svar: Nej.

c) Antag att grafen kan ritas plan. Da har varje yta minst 5 kanter, si summan av antalet
kanter i ytorna ar > 5r (beteckningar enligt stencilen om planéra grafer), men det ar ocksa
= 2e (varje kant rdknas tva ganger). Vi har alltsa 2e > 5r, s r < %e och enligt Eulers
formel for plandra grafer 2 < 1+c=v—e+r<v—2e,sie< 3(v—2) = 2(81-2) = 1312,
Men e = 133, motségelse, sa svar: Nej grafen kan inte vara planar.

(e < 131 &r basta mojliga uppskattning, ty 5 dodekaedrar ihopklistrade yta mot yta ger en planér
graf med 80 horn och 130 kanter. Ett horn till med en kant ger en planar graf med v = 81, e = 131)
10a) f(z) = o* + 222 + = + 2 har enligt faktorsatsen en forstagradsfaktor precis om det
har ett nollstélle. f(0) =2, men f(1) =0, sa f(z) ar delbart med z — 1 = z + 2. Division
ger att f(z) = (z + 2)g(x) med g(z) = z® + 22 + 1. Vi soker pd samma siitt nollstillen
till g(x). (g(0) # 0 eftersom f(0) # 0 och) g(1) = 0, sa g(z) = (z + 2)h(z), dir division
ger h(x) = 22 + 2x + 2. h(1) = 2,h(2) = 1, s& h(z) saknar forstagradsfaktor och &r alltsa
(liksom z + 2) irreducibelt. Svar: f(z) = (x + 2)%(2? + 22 + 2)

b) (2p) Vi numrerar pérlorna som i figuren. Gruppen av "tillatna” 4 6
permutationer av pérlorna dr da G = {(1),(45),(67),(45)(67), 2 o 3
(23)(46)(57), (23)(47)(56), (23)(4657), (23)(4756) }, med |G| = 8.
Enligt Burnsides lemma (Thm 21.4 i boken) &r antalet visentligt
olika fargningar = antalet banor for gruppens verkan pa fargningarna = ‘—él > gec 1F(9)]
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Om g € G som permutation har cykelstrukturen [1** 2%2-..], &r |F(g)|, antalet fargningar
som &r invarianta under g:s verkan, = oy - 22122 F-~1 (a]la pirlor i samma cykel maste ha
samma farg, den roda péarlan kan vara vilken som av 1-cyklerna och 6vriga cykler kan var
och en firgas vit eller svart). Eftersom vi har 1 element av typ [17], 2 av typ [1°2!], 1 av
typ [1%2%], 2 av typ [1' 2%] och 2 av typ [1' 2! 4'] blir det sékta antalet §(1-7-26+2-5-
2541-3-244+2-1-234+2.1-22)=7-224+5.2343.24+2+ 1 = 105.

Svar: Pa 105 olika satt.

c) For ett godtyckligt a € R géller a-a = a och (a+a) - (a + a) = a + a. Med axiom for en
ring (distributivitet) fas (a+a)-(a+a) = (a+a)-a+(a+a)-a = (a-a+a-a)+(a-a+a-a) =
(a4+a)+ (a+a) = a+ a. Eftersom (R,+) ar en grupp ger detta att a + a = 0, s (a var
godtyckligt) saken &r klar.



