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Svar pa tentamen B i Diskret Matematik 5B1204, 2006-05-16
Varje ratt 16st uppgift dr vird 3 podng. Max dr 24 poing och 10 ricker sikert for godként. Mojlighet att
kompletera far den som har 9 poing.
Godkint pa lappskrivning 4 ger tva bonuspoing.
Hjilpmedel: Inga hjilpmedel tillatna.
Motivera dina l6sningar!!!

1. Formulera och bevisa Faktorsatsen fér polynomringen ¢ver en kropp.
Svar: Formulering och bevis, se boken eller det bevis som jag gav pa foreldsningen (eller annat bra
bevis).

2. Lat p(z) = 2* +322 +32+2,q(z) = 423 +22? + 42+ 1 € Z;s[z]. Bestim monadiska stérsta gemensamma
delaren till p(x) och ¢(x) i Zs[z].

Svar: Vi anvénder Euklides algoritm och far
ot + 322 + 3z +2 = (42® + 22° + 42 + 1)(4z + 3) + 22 + 2z + 4 och
423 4+ 22?2 + 42 + 1 = (22 + 2z + 4)(42 + 4). Alltsd ir monadiska sgd(p(z), ¢(z)) = 22 + 2z + 4.

3. Du deltar i ett RSA-krypto system och skall skicka ett meddelande till Alice. Hon har bestéimt sig for
de offentliga nycklarna ng = 143 och e4 = 11.

(a) Kryptera 24 sa att du kan skicka det till Alice.
(b) Du tjuvlyssnar och hor att Bengt skickat 17 till Alice. Dekryptera meddelandet.

Svar:

(a) Kryptera 24 gor man genom att rikna ut 24'! (mod 143). D& 242 = 576 =143 4, 24* =143 16 och
248 =143 162 = 256 =143 —30. Far vi att 2411 =143 248 . 242 . 941 =143 —30-4-24 =43 123. Du
skall skicka iviag 123.

(b) 143 = 13- 11. Forst méaste vi rikna ut Alice dekrypteringsnyckel d. Den skall uppfylla 11d =, 1
didr m = (13—1)(11—1) = 120. Antingen ser man direkt att d = 11 eller s& far man fram det med
Euklides algoritm. Att dekryptera 17 innebir att vi skall rikna ut 17¢ (mod 143). Vi beriiknar
].72 = 289 =143 3, ].74 =143 32 =9 178 =143 92 = 81. Det ger att 1711 =143 178 . 172 . 171 =143
81-3-17 =143 100 - 17 =143 127. Bengt ville siiga 127 till Alice.

1
4. Lat C vara en linjir bindr felrittande kod som réttar ett fel och har kontrollmatris H = | 0
0

Tre kodord fran C s#nds till dig och du tar emot de tre orden {100100,100011,110111}. O
att hogst ett fel har uppstatt under sindningen av varje ord, vilka ord sindes?

0 0 1
Svar: Vi multiplicerar H med de mottagna orden och far resultaten { 1], { 0] och | 0
1 0 0

Det forsta dr kolumn 2 i H och det dr alltsé ett fel i andra positionen i det forsta ordet. Det sinda
ordet var 110100. Det andra &r nollkolumnen och alltsd har inget fel begatts i det andra ordet. Det
tredje dr forsta kolumnen i H och alltsa har ett fel begétts i forsta positionen. Det tredje sinda ordet
var 010111.



5. Lat G vara foljande graf.

f\ c
€ d

P& hur manga sitt kan vi firga noderna i G med 2 firger om vi riknar tva firgningar som lika ifall
det finns automorfi pd grafen som 6verfor den ena till den andra. D.v.s vi tar bort namnen pa noderna
sé att vi inte kan skilja dem at pa sa sitt. (Inga andra restriktioner pa firgning av noderna finns, t.ex.
kan tva noder med gemensam kant ha samma fiirg.)

Svar: Vi anviander Burnsides Lemma for att rdkna ut antalet icke-isomorfa firgningar av I'. Forst
maste vi bestdimma automorfigruppen G fér I'. De enda noderna med valensen 2 #r ¢ och f de &r
antingen fixpunkter eller avbildas pa varandra. Om de dr fixpunkter sa #r enda mojliga automorfin,
forutom identiteten, en spegling i en horisontell axel, dvs (ae)(bd). Om ¢ och f avbildas pa varandra
kan det ske pa tva mdjliga sitt. Om vi specifierar bilden av a sa foljer allting annat. Antingen avbildas
a pd b (spegling i en vertikal symmetriaxel) eller s avbildas a pa d (rotation ett halvt varv). Man
kontrollerar 14tt att dessa bildar en grupp med fyra element som #r automorfigruppen for T'.

Vi gor nu en tabell 6ver storleken pa fixpunktsmingden av firgningar fér varje automorfi. For t.ex.
m = (ae)(bd) = (ae)(bd)(c)(f) far vi att a och e maste ha samma firg f6r att firgningen skall vara en
fixpunkt under verkan av 7, och dven att b och d skall ha samma firg. (Vi far vélja en firg godtyckligt
for varje cykel i w.) P& samma sétt for 6vriga permutationer ger:
TeG | |X4
id 26
(ae)(bd) 24
(cf)(ab)(ed) | 2°
(cf)(ad)(be) | 2°
Enligt Burnsides Lemma far vi att antalet icke-isomorfa firgningar av I' med tva firger &r |1?| Yonec | Xxl =
(64+16 + 8 +8)/4 = 24.

6. Lat G = {e, a,b,c,d} vara en grupp med 5 element diir eb = b,aa = d och ad = ¢. Bestam fullstindiga
grupptabellen for G.

Svar: Vi ser forst att eb = b betyder att e #r identitetselementet i G ty identiteten #r unik i varje
grupp (multiplicera med b~! fran hoger i bada leden). Nu vet vi foljande om de tva forsta raderna i

le a b ¢ d
grupptabellen: e |e a b ¢ d
ala d - - ¢

Varje element i gruppen forekommer exakt en gang i varje rad och ab # b ty identiteten dr unik. Alltsa
maste ac = b och ab = e. Gruppen G har fem element, vilket dr ett primtal. Alltsd har varje element i
gruppen ordning 5 férutom identiteten som har ordning 1. Vi kan anvidnda a som en generator for G
och rikna ut att a®> = d, a® = aa® = ad = ¢, a* = aa® = ac = b och slutligen att a® = aa* = ab = e.
Nu kan vi utan problem rikna ut Svriga produkter t.ex. bc = a*a® = a” = a® = d. Hela grupptabellen

blir:
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o & acalo
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7. Bade z2 41 och ? +z+2 &r irreducibla polynom i Zs[z]. Vi har i kursen lért oss att bade Zs[z]/(x? +1)
och Zs[z]/(z?+x+2) ir indliga kroppar med 9 element. Enligt teorin fér &ndliga kroppar &r de isomorfa.
Ange en isomorfi av de multiplikativa grupperna i respektive kropp.

Svar: Vi vet att den multiplikativa gruppen i en kropp &r cyklisk. Vi vill alltsa hitta ett primitivt
element (generator) i varje kropp.

Den multiplikativa gruppen har ordning 8 och méjliga ordningar for elementen dr dérfor 1,2, 4 och 8.
Forst réknar vii Zaz]/(z2 + o +2) ddrédra® =22+ 1,2 = 22 +1)2 =22+ 2+ 1 =2. Sd z har
ordning 8 och &r sledes ett primitivt element i Z3[z]/(z* + z + 2).

Nu réknar vi i Zs[z]/(2% + 1) dir 22 = 2 och z* = 1, s4 x #r inte ett primitivt element hir. Istillet kan
man t.ex. ta 2z +1,ty 2z +1)2 =2’ +2+1=2, 2z+ 1) =22 =2 0ch (2z+1)* =1. S84 2z + 1 &r
ett primitivt element.

Avbildningen som tar 2/ € Zs[z]/(z? + z +2) pa (2z + 1)/ € Z3[z]/(2® +z +2) for 1 < j < 8 éren
isomorfi av de multiplikativa grupperna (men inte nédvéndigtvis av hela kroppen).

8. Hur ménga irreducibla polynom av grad 3 finns det i Z;[z]?

Svar: Vi noterar att Zs[z] dr en kropp sa satsen om unik (sd nir som pa konstanter) faktorisering i
irreducibler giller. Det &r littare att rikna monadiska polynom ty da &r faktoriseringen i monadiska
irreducibler helt unik. Vi riknar forst ut I(n) =antalet monadiska irreducibla polynom av grad n i Zs[z].
Vi vet att det totala antalet monadiska polynom av grad n dr 5™ ty vi kan vilja de n koefficienterna, fritt
iz"+a, 12" ' +---+a1x+ag. Forst noterar vi att I(1) = 5 ty alla linjéra polynom &r irreducibla. Alla
reducibla monadiska polynom av grad 2 kan fas genom att ta tva irreducibla av grad 1 och multiplicera
ihop dem. Vi skall alltsa vilja 2 av 5 med repetition tilliten s det finns (°*27') = 15 sitt. DA blir
I(2) = 5% — 15 = 10. Monadiska reducibla polynom av grad 3 kan fas pa tva sitt. Dels genom att
multiplicera 3 linjira monadiska polynom vilket kan goéras pa (5+3_1) = 35 sitt. Dels genom att
multiplicera ett monadiskt linjart polynom med ett irreducibelt monadiskt andragradspolynom, vilket
kan géras pa I(1)I(2) = 50 sétt. Satsen om unik faktorisering gor att alla reducibla monadiska polynom
har riknats exakt en gang i dessa tvé fall. D& blir I(3) = 5% — (35 + 50) = 40.

Slutligen vet vi att alla irreducibla polynom fas genom att multiplicera ett irreducibelt monadiskt
polynom med en nollskild konstant ur kroppen. Totala antalet irreducibla polynom av grad 3 i Zs[x]
dr 4 - 40 = 160.



