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Svar pa tentamen B i Diskret Matematik 5B1204, 2006-08-23

Varje ritt 16st uppgift dr vird 3 podng. Max dr 24 podng och 10 ricker for godkidnt. Mojlighet att
komplettera far den som har 9 poang.
Hjilpmedel: Inga hjilpmedel tillatna.

1. Lat u,v vara godtyckliga element i en grupp G. Visa att det finns ett unikt element x € G sa att
ur = .

Svar: Detta dr sats 20.3.2 i boken. Formulering och bevis, se boken eller det bevis som jag gav pa
foreldsningen (eller annat bra bevis).

2. Lat p(x) = 25 + 323 + 322 + 4, ¢(x) = 2* + 22% + 42 + x + 3 € Zs[z]. Vad #r det monadiska storsta
gemensamma delaren till p(x) och ¢(z) i Zs[x]?

Svar: Vi anviinder Euklides algoritm och far

2t 4+ 22% + 42 + 2+ 3= (323 + 42)(2x + 4) + 2% + 3

32% + 4z = (2% + 3)(3x). Detta ger att 2% + 3 #r monadiska storsta gemensamma delare till p(x) och
q().

3. Bush och Condoleezza skickar hemliga meddelanden till varandra med hjilp av RSA-krypto. Bush har
bestédmt sig f6r de offentliga nycklarna ng = 451(= 41 - 11) och ep = 89. Condoleezza har bestimt sig
for de offentliga nycklarna ng = 77 och e¢c = 11.

(a) Hur skall Bush kryptera meddelandet 9 innan han skickar det till Condoleezza.

(b) Bush far svaret 21 fran Condoleezza. Vilket var det hemliga meddelandet fran Condoleezza?
Svar:

(a) Kryptera 9 gér man genom att rikna ut 9'' (mod 77). Forst riknar vi 92 = 81 =77 4, 9* =77 16
och 98 =7 162 = 256 =55. Sedan far vi att 911 =77 9%.92.9! =7, 25.4 .9 =, 900 =77 53. Bush
skall skicka ivig 53.

(b) Foérst maste vi rikna ut Bushs dekrypteringsnyckel d. Den skall uppfylla 89d =,, 1 dir m =
(41—1)(11—1) = 400. Antingen ser man genom provning att d = 9 eller sa far man fram det med
Euklides algoritm. Att dekryptera 21 innebir att vi skall rikna ut 21¢ (mod 451). Vi beriknar
212 =441 =451 —10, 2].4 =451 (—10)2 =100 2].8 =451 1002 = 10000 =451 980 =451 78. Det ger att
219 =451 218 - 211 =45, 78 - 21 = 1638 =451 285. Condoleezza ville siga 285 till Bush.

4. En larare vill tilldela alla elever pa kursen var sitt identitetsnummer i form av en binér string av lingd
n. Det finns 27 elever pa kursen och lidraren vill anvinda en linjéar felrdttande kod for att konstruera
identitetsnumret. Han vill att det skall ga att korrigera ett fel i strangen. Vilket &r det minsta mojliga
virdet pa n?

Svar: Om C &r en linjér, binér felrdttande kod som har & X m-matrisen H som kontrollmatris sa har
kodorden lingd n och dimension n — &, dvs C har 2"~* kodord. Vi har m.a.o. villkoret 2"~* > 27, eller
n—k > 5. Da C skall riitta ett fel sa maste alla kolumner vara olika och nollskilda. Det innebér att vi
far ett andra villkor n < 2% — 1.

Nu provar vi hur litet n som kan uppfylla dessa villkor. Da k > 1 far vi direkt fran forsta villkoret att
n > 6, som i sin tur i andra villkoret séger 2F_1> 6 som ger att k > 3. Da anvénder vi forsta villkoret
igen som ger n > 8, vilket i andra villkoret ger k > 4. Sista steget i denna iteration blir att fran forsta
villkoret fa att n > 9 vilket stimmer med bada villkoren.

Vi kontrollerar ocksa latt att det gar att skapa en 4 x 9 matris med alla kolumner olika och nollskilda.
Den far 32 kodord vilket réicker gott och vil. Svar: n = 9.



5. Lat I vara foljande graf.

e

Pa hur manga sétt kan vi farga noderna i I" med 2 farger om vi réknar tva fargningar som lika ifall det
finns en automorfi pa grafen som 6verfor den ena till den andra. D.v.s vi tar bort namnen pa noderna
s& att vi inte kan skilja dem at pa sa sétt. (Inga andra restriktioner pa firgning av noderna finns, t.ex.
kan tva noder med gemensam kant ha samma firg.)

Svar: Vi anviinder Burnsides Lemma for att rdkna ut antalet icke-isomorfa fargningar av I'. Forst maste
vi bestdmma automorfigruppen G for I'. De enda noderna med valensen 3 &r a och d de ar antingen
fixpunkter eller avbildas pa varandra. Vi ser att 6vriga tre noder dr sammanbunda med varandra och
alla tre har dessutom bade a och d som grannar. Vi kan alltsa ha vilken permutation som helst av
¢, d, e oavsett om a, d byter plats eller inte.

Automorfigruppen G for I' blir alltsa alla permutationer av ¢, d, e kombinerat med bada mdjliga per-
mutationerna for a,d d.v.s G = S3 x Ss.

Vi gor nu en tabell 6ver storleken pa fixpunktsméingden av fargningar fér varje automorfi. For t.ex.
7 = (ad)(be) = (ad)(be)(c) far vi att a och d maste ha samma firg f6r att firgningen skall vara en
fixpunkt under verkan av 7, och #ven att b och e skall ha samma fiirg. (Vi far viilja en firg godtyckligt
for varje cykel i 7.) Antalet méjliga firgningar som ir fixa under verkan av 7 ér alltsa 23. PA samma
satt for ovriga permutationer ger:

TeCG | | Xz

id 25
(ad) 24
(ad)(bc) 23
(ad)(be) 23
(ad)(ce) | 23
(ad)(bce) | 22
(ad)(bec) | 22
(be) 24
(be) 24
(ce) 24
(bce) 23
(bec) 23

Enligt Burnsides Lemma far vi att antalet icke-isomorfa fargningar av I' med tva firger ar ‘—Cl;‘ > | X< =

(324+4-244+5-2342.22)/12 =12.

TeG

6. Lat G = {u,v,z,y, 2z} vara en méngd med 5 element. Avgor vilka av foljande multiplikationstabeller
som ger en korrekt grupptabell (svar utan motivering ger som vanligt inga poéng).
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Svar: (a) Ja. Tabellen ir en latinsk kvadrat och man ser att v> = z,v% = y,v* = z och v® = u. Aven
resten av tabellen stdmmer med grupptabbelen for C5 =< v >, den cykliska gruppen med fem element.

(b) Nej. Detta ér en latinsk kvadrat men ér trots det inte en grupptabell. Om det vore en grupptabell
sa skulle z vara identitetselementet. Alla andra element i gruppen skulle d& ha ordning tva (ty u? = z
etc). Men enligt Lagranges sats sa maste ett elements ordning dela gruppens ordning, som hir skulle
vara fem. En motséigelse.

(¢) Nej. Detta ér inte ens en latinsk kvadrat, ty t.ex. har understa raden y tva ganger, sa det kan inte
vara en grupptabell.

. Ar permutationsgruppen Ss isomorf med Cy x C3? (C,, betecknar hiir som i hela kursen den cykliska
gruppen med n element.)

Svar: Bada grupperna har 6 element, men &r inte isomorfa. Notera att enligt en sats i boken &r
Cy x C3 = (g, ty 2 och 3 &r relativt prima. Men Ss &r inte den cykliska gruppen med 6 element. Det
kan motiveras pa olika sitt. Ett sitt att visa det &r att inget element har ordning 6. Ett annat sétt dr
att visa att S3 inte d4r kommutativ.

. Visa att om ett element x i en grupp G har ordning st, dir s > 1 och t > 1 &r relativt prima, sa kan
x skrivas som en produkt av tva andra element i G med ordning s respektive ¢.

Svar: D& s och t #r relativt prima finns heltal u,v sa att us +vt = 1. Lat a = z“%,b = z%. D4 &r
a-b=gwtit =gl =g,

Aterstar att visa att a och b har ordning ¢ respektive s. Forst ser vi att a? = z%* = 1.

Lat nu r vara ett postivit heltal sadant att a” = 1, dvs %" = 1. Det medfor att ordningen st delar
usr, vilket i sin tur medfor att ¢tjur. D& us + vt = 1 sa &r ¢ och u relativt prima vilket medfor att ¢|r.
Det foljer att a har ordning ¢. Pa samma sétt visas att b har ordning s.



