Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment B, for D2 och F, SF1631 och SF1630,
den 20 maj 2009 kl 08.00-13.00.

Hjilpmedel: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma poéng &r 36p.)

12 poing totalt eller mer ger minst omdomet
15 poing totalt eller mer ger minst betyget
18 poing totalt eller mer ger minst betyget
22 poéng totalt eller mer ger minst betyget
28 poing totalt eller mer ger minst betyget
32 poing totalt eller mer ger minst betyget
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Bonuspoing: Bonuspoédng erhéllna fran lappskrivningar till kursen under vt09 adderas till skrivnings-
poéngen.

Generellt giller att for full poidng krévs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL I
1. (3p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 77 och e = 37. Dekryptera meddelandet 3, dvs bestim
D(3).
2. (3p) Tabellen nedan dr multiplikationstabellen till en grupp G.
ole a b ¢ d f
ele a b ¢ d f
ala b ¢ d f e
blb ¢ d f e a
cle d f e a b
dld f e a b c
flf e a b ¢ d
Bestiam ett element x i G som l6ser ekvationen
a’bx = cd.

3. (a) (Ip) Bestim a och b sa att nedanstdende matris blir en parity-check (kontroll-) matris till en
1-felsrattande kod C

1 1
H=|1 0
a 1

O = =
e ]
O = O
OO

(b) (1p) Undersdk om koden C' kan ritta ordet 011110, och rétta ordet i sa fall.
(¢) (1p) Bestidm tva olika kodord, dvs bestim ¢ och ¢’ sédana att ¢ # ¢’ och ¢, € C.

4. (3p) Ar polynomet z3 + 2z + 1 irreducibelt i polynomringen Zs[x].
5. Betrakta gruppen G = (Z12,+).

(a) (1p) Bestdm en delgrupp H till G sddan att H har fyra element.
(b) (1p) Bestdm en vinster sidoklass S till H som innehaller elementet 2.

(¢) (1p) Forklara varfor GG saknar en sidoklass S till en delgrupp K med fyra element sadan att
bade 2 och 4 tillhor S.




DEL 11

6. (3p) Kroppen GF'(16) med 16 element definieras av att kroppen bestér av elementen
GF(16) = {a +bx + cx® + da® | a,b,c,d € Zy}.
och av att man riknar som om x* 4+ x 4+ 1 = 0. Los, i den givna kroppen, ekvationen
(x?2 4+ 1)*2 =z + 1.
7. Betrakta den direkta produkten R av ringarna Z1g och Z14, dvs
R =710 X Z14 = {(a,b) | a € Z19,b € Z14},
och dir addition och multiplikation sker komponentvis.

(a) (2p) Visaatt (a, b) &r inverterbar, m a p multiplikationen i R, om och endast om « dr inverterbar
1 Z1o och b dr inverterbar i Z4.

(b) (2p) Mingden av inverterbara element i en ring R bildar en grupp, ringens sa kallade multi-
plikativa grupp U(R). Avgor om U(R), for den givna ringen R = Z19 X Z14, dr en cyklisk

grupp.

8. (4p) Gar tabellen nedan att fylla i sa att den blir multiplikationstabellen till en grupp
ole a b ¢ d
e
a b
b .
c b
d

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dir de anvinds i 16sningen.

9. (a) (1p)Lat G varaen abelsk, dvs kommutativ, grupp. Visa att om gruppen G har tva olika delgrup-
per Hy och H,, som bigge har 7 element sa bestar snittet av H; och Ho, dvs Hy N Ho, endast
av gruppen G's identitetselement, med andra ord att det enda element i G som tillhor bade H
och H, dr G':s identitetselement. (Utan att behdva bevisa det, far man anvinda att H; N Hy
ocksa dr en delgrupp till G.)

(b) (Ip) Lat G, Hy och Hy vara som ovan. Antag hy,h} € Hp och ho,hl, € Hs. Visa att om
h1+h2 = h/1+h/2 sé’léirhl :hll OChh2 :hIQ
(¢) (1p) Lat G, Hy och Hy vara som ovan. Visa att G har minst 49 element.

(d) (1p) Vilka av pastaendena ovan ir sanna i det fall forutséttningarna dndras och kravet G abelsk
inte finns med.

(e) (2p) Formulera en allmin sats som har ovanstaende resultat som ett specialfall. (Du behover
inte ge ett bevis for satsen, men poing pa denna deluppgift sitts efter kvalite’n pa den sats du
formulerar.)

10. (4p) Betrakta en éndlig kropp F'. Lét p(x) vara ett irreducibelt tredjegradspolynom i polynomringen
F[z]. Lat K vara kroppen
K ={a+bx+cx?|a,bce F},
ddr man ridknar som om p(z) = 0. Om polynomet ¢(z) har grad tvé och &r irreducibelt i polynom-

ringen F[z] under vilka forutséttningar kommer da ¢(z) ocksa att vara irreducibelt i polynomringen
K|z].



