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Loésningar tentan SF1631 DISKRET MATEMATIK, D3,
20 oktober 2011

Tryckfel kan féorekomma.

1) Vi skall avgéra om grafen har (a) en eulervig och (b) en hamiltoncykel.

Lo6sning:

En eulervag, dvs en vig som foljer varje kant precis en gang, ges av 1
4-5-1-4-6-2-4-3-6 (det finns andra). Eftersom grafen har precis 2 udda
horn och ar sammanhingande, ger en kiand sats samma slutsats.
Det finns ingen hamiltoncykel, dvs en cykel som skulle passera 3 5
varje horn precis en gang, ty en cykel som passerar hérnen 1 och
5 maste innehalla kanterna 45, 51, 14 och alltsa passera horn 4
flera ganger om den innehaller nagot mer horn.

Svar: Grafen har en eulervig, men ingen hamiltoncykel.

2) Vi soker heltalslosningar till (¢) 111z + 84y = 15 och (i7) 84z + 111y = 16.

Losning:

Euklides algoritm ger 111 =1-84 427,84 =3-27+3,27=9-3+ 0 sa sgd(111,84) = 3
och3=84-3-27=84—-3(111—-84)=-3-111+4-84.

Foér  och y heltal delar 3 talet 842 + 111y men inte 16, sa (¢¢) saknar heltalslésningar.

111-(=3) +84-4=3,s4 111 - (—=15) + 84 - 20 = 15 och {ZO ~ 00 dren l6sning till (i).
o =

(x,y) uppfyller da (i) precis om 111(z — o) + 84(y — yo) = 0, dvs 37(x — z¢) = 28(yo — y),
sa (entydig faktorisering) « — z¢ = 28k, godtyckligt k € Z och dérur y = yo — 37k.

xr = —15 + 28k

y = 20— 37k

Svar: (i) har 16sningarna , k € Z. (i1) saknar heltalslésningar.

3) Vi soker (a) antalet "ord” som kan bildas med omkastning av bokstédverna i 'IRRE-
DUCIBILITET’ och (b) antalet om varken alla T’ eller alla ’E’ far sta tillsammans.

Lo6sning:
a) Positionerna i ordet skall fordelas bland 1 B, 1 C,1D,2E; 41,1 L, 2R, 2 T, 1 U. Detta
kan goras pa (1 1,1 21401 2 2,1) = 2!.41!?)2!!-2! satt.

ydydysy 3, Ly,

b) Med X = méingden av alla ord i a), Ay = méingden ord med alla 'E’ tillsammans
och A; = méngden ord med alla 'T’ tillsammans ger principen om inklusion och exklusion

det sokta antalet: |X N (AE U AI)| = |X| — |AE| — |A1‘ + ‘AE N AI| = (17171727145,1727271) —

14 12 11 _ R | I 1 11!
(1,171,1,471,2,2,1) - (171,172,17172,271) + (1,171,1,1,1,272,1) = Srarera — atolal  arotal T oarar

Svar a): 522 (= 6810804000) ord,
b): 2!-41!-52!!-2! - 4!-124!!-2! - 2!-122!!-2! + 21!-12!!(: 5852800800) ord.

4) G ar en andlig grupp och H, K delgrupper till G. Vi underséker (a) om HNK maste vara
en delgrupp till G och, om sgd(|H]|, |K]|) = 1, vilka virden som &r méjliga for (b) |H N K|
och (¢) l[aHNbK| da a, b€ G.

Losning:

HNnK#o,tyle HH K. z,ye HNK=z,yc H K=xye H K =2y HNK, sa
H N K ar en delgrupp till G, enligt en kand sats.

Om g € HNK giller g € H, K, sé o(g) | |H|, |K| och alltsa o(g) | sgd(|H|,|K]|) = 1, sa
o(g)=1,dvsg=1och |[HNK|=1.

aH NbK kan vara tom (t.ex. om H = {1} och a ¢ bK). Om ¢ € aH NbK &r aH = cH och
bK = cK, ty (vinster)sidoklasser ar identiska eller disjunkta. Men cH NecK = c¢(HNK) =
{c-1} = {c} enligt ovan, sa |aH NbK| =11 det fallet.

Svar a): Ja, HN K &r en delgrupp till G, b): |[HN K| =1 om sgd(|H|, |K|) =1,
c): |aH NbK| kan vara 0 eller 1 om sgd(|H]|, |K|) = 1.




5) Vi skall faktorisera p(z) = z* + 223 + 42 + 3 i Zs[x] i irreducibla faktorer.

Losning:

Vi bérjar med att soka forstagradsfaktorer, vilket enligt faktorsatsen dr ekvivalent med att
finna nollstéllen till p. Man finner att p(1) = 0, s x—1 = x+4 &r en faktor i p(z). Polynom-
division ger att p(x) = (z+4)q(z), dir q(x) = 23+ 322+ 32 +2. Det giller nu att faktorisera
¢(z). Man finner att ¢(3) = 0, s © — 3 = = + 2 &r en faktor i g(z). Polynomdivision ger
q(x) = (x +2)r(x), dir r(z) = 22 + x + 1. Eftersom 7(x) saknar nollstillen i Zs, saknar det
forstagradsfaktorer och &r alltsa (eftersom det &r ett andragradspolynom) irreducibelt.

Svar: Den s6kta faktoriseringen dr (x + 2)(z + 4)(z% + = + 1).

6) G = (V, E) ar plan och har tva komponenter, bada med lika manga horn.
|E| = 113 och G:s ena komponent &r ett tridd, med lika manga kanter som antalet omraden
den andra komponenten delar in planet i. Vi séker antalet horn i G, dvs |V|.

Losning:

Lat antalet horn i varje komponent vara z (dvs |V| = 2z) och antalet kanter i den andra
komponenten vara e. Den delar d in planet i r = 2—xz+e omraden (Eulers polyederformel),
vilket ocksa dr antalet kanter i den forsta komponenten (triadet), sa x =r+1=3 —z +e,
dvs 22 — e = 3. Totala antalet kanter, 113, &r e +7r = e+ 2 —x + e, 84 —x + 2¢ = 111.
Ekvationerna ger 3z = 2(2z —e) + (—z +2e) =2-3 + 111 = 117 och = 39, 2z = 78.

Svar: Totala antalet horn i G ar 78.

7) Vi soker (den minsta icke-negativa) resten da 201°*""" divideras med 13.

Losning:
20102011 El3 71
primtal och 1314 7.

102011 =, 0, ty 4 | 10%, dvs 4 | 102011, 10 =3 1 ger 1020 =3 12011 =3 1 och 3 | 1020t — 1.
Saledes 3,4 | 10201 — 4, dvs 1020 =5 4, 1020 = 12k + 4 for ett k € Z.

Alltsd fas 2010°°" =4 712644 — (712)k .74 = 5 1F . (72)2 =4 (—3)2 = 0.

0102011

02011

, ty 20 =13 7, och enligt Fermats lilla sats &r 7'2 =3 1, ty 13 &ar ett

Svar: Den minsta icke-negativa resten da 2 divideras med 13 ar 9.

8) fn ar antalet ord av ldngd n i alfabetet {q, r, s, t, u} med ett udda totalt antal av s, ¢, u.
Vi skall (a) visa f,, = —f,_1+3-5""1 forn =1, ... och finna (b) fo och (c) f, forn =1, ...
Losning:

frn = antalet ord av langd n i alfabetet {q, r, s, t, u} med ett udda antal s, ¢, u =

= (antalet sadana som slutar pa ¢, ) + (antalet som slutar pa s, t, u) =

= 2x (antalet av ldingd n — 1, udda antal s, ¢, u) + 3x(d:o, jamnt antal s, ¢, u) =
=2f 1 +36"—fo1)=—fao1+3-5" L forn=1,2,... saken (a) dr klar.

fo ar antalet ord av langd 0 med ett udda antal s, ¢, u, dvs 0 saken (b) &r klar.

Den homogena rekursionsekvationen f,, = —f,_1 har karakteristisk ekvation x = —1, sa
fhom = c(—1)". Ansatsen A -5" for en partikulirlosning ger A-5% = —A - 5"~L 3. 5771
sa A= % och allmiinna l6sningen till rekursionsekvationen ir f,, = fhom 4 fpart — ¢(—1)" +

15" fo=0gerc=—3.

Svar b): fo =0, ¢): fn:w&irn:m 1,2,....




9) Givet &r a € Sg med (1) =7,a(2) =9,a(3) =6,a(4) =5, a(5) = 8,a(6) = 3,a(7) =
1,a(8)=2,a(9) = 4. Vi séker (a) a pa cykelform, (b) ett 3 € Sg med a8 = Ba~! och (c)
antalet sadana (3.

Losning:

a dr i cykelform (17)(29458)(36) (ty a(1)=7, a(n) =1, a(2)=9...), sd a~ L dr (17)(28549)(36).
af3 = pa~t ger att a = fa"137L, dvs (17)(29458)(36) skall vara samma permutation som
(B(1) B(7)) (B(2) B(8) B(5) B(4) B(9)) (B(3) B(6)). B maste tydligen ta 5-cykel till 5-cykel och
2-cykel till 2-cykel, sa G(1) kan vara 1, 7, 3 eller 6. Da det valts &r vérdet for 5(7) bestdmt
(i samma 2-cykel) OCh 3(3) kan véljas pa 2 sitt (i andra 2-cykeln), vilket bestdmmer 5(6). P.s.s. kan
(t.ex.) B(2) véljas bland 2, 9, 4, 5 och 8. Da blir 3(8) 8(5) 5(4) och B(9) bestdmda, sa totala
antalet mojliga 3 ar 4 -2 -5 = 40.

Svar a): a = (17)(29458)(36), b): Ett mojligt val ar 8 = (45)(89),

c): Det finns 40 sadana 3.

10a) Pa en kvadratisk bricka fargas kanterna vita eller svarta och hérnen bla, grona eller
roda. Vi soker antalet verkligt olika brickor.

Losning:

Vi anvinder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Symmetrigruppen G har atta element
och &r isomorf med Gg, kvadratens symmetrigrupp. Med beteckningar fran Gg har vi iden-
titeten 4, rotationer r, 2, 73 kring en axel vinkelrit mot brickan, rotationer z, xr? kring
axlar parallella med brickans kanter och xr, 273 kring axlar lings diagonalerna. |F(g)|, an-
talet konfigurationer som inte &ndras av g for de olika g € G blir:

g antal element |F(g9)]
i 1 3%.2% = 1296 (alla horn, kanter godtyckligt firgade)
r, 3 2 3.2 =6 (alla horn samma, alla kanter samma farg)
r? 1 32 .22 = 36 (hornen parvis, kanterna parvis samma firg)
x, Tr? 2 32 .23 = 72 (hornen parvis, ett par kanter samma firg)
xr, rd 2 33 .22 =108 (ett par horn, kanterna parvis samma firg)

Sa antalet olika brickor = antalet banor under G:s verkan pa firgningarna =
= 161 Lgec |1F(9) = 5(1-1206 +2-6+1-36+2-72+2-108) = g - 1704 = 213.
Svar a): Man kan fa 213 olika brickor.

b) F ar en dndlig kropp av karakteristik p, ett primtal. Vi skall visa att ¢ : F — F, given
av @(x) = 2P, ar en isomorfi av F pa sig sjalv.

Losning:

Vi skall alltsa visa att ¢ ar en bijektion som bevarar F':s struktur, dvs o(z + y) = p(z) +
o(y), p(zy) = o(x)p(y) (ur de uppenbara virdena p(0) = 0, p(1) = 1 foljer da ocksa att
p(—z) = —p(x), p(z71) = p(z)~1).

Eftersom multiplikationen i F ar kommutativ giller p(zy) = (2y)? = a2Py? = o(x)e(y).
Som i en évning i Biggs bok fas p(z +y) = (x+y)P =aP + -+ D)aPFyr + - 4 y? =
2P + yP = () + ¢(y), ty eftersom p &r ett primtal géller p | (7), s ()2 =0 for alla z € F
ochallak=1,...,p—1.

Aterstar att visa att ¢ fr en bijektion. Eftersom (F ~ {0}, x) &r en grupp av ordning p" — 1
(for nagot r = 1, 2, ...) galler 22 =1 forallaz € F ~ {0} och 2P = g for alla x € F. Det
betyder att o har en invers given av ¢~ 1(x) = xpT_l, sa  ar en bijektion. Saken &r klar.




