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5B1206 Differentialekvationer I, for BMP.

Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godként betyg (3) krdvs minst 4 av 5 moduler godkénda (Del 1). For éverbetyg krivs dessutom
deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 1

1. [MODUL 1] Bestédm, pa explicit form, alla losningar till differentialekvationen

d
T =y +ay+3.

Av vilken ordning ir differentialekvationen? Ar den linjir eller autonom? Ifall den ér
autonom, rita ett fasdiagram med kritiska punkter. Finn &ven den losning som har
begynnelsevirde y(0) = 0, och beskriv var denna &r definierad (finns det explosions-
punkter?).

V.g. vand!



Vi noterar att vi har an autonom differentialekvation. Forst faktoriserar vi:
Y+ 4y +3=(y+1)(y+3).

Dérefter skriver vi om DE pa formen

_dy
(y+1)(y+3)

/M%:/dﬂ

1 12 12
+Dy+3) y+1 y+3

=dzx,

och integrerar bada sidor:

Partialbraksuppdelning ger

och darfor far vi av ovanstaende
1 1
5 logly +1f =5 logly +3| =2+ Cy,

vilket vi skriver om som

y+1
log |=——| = 2z + C>,
g y+3 ’ 2
med Cy = 2C;. Detta blir
1
—y + = 03 6217
y+3
diir C3 = e©2, dvs
1
—y + = C4 62367
y+3
med en reell konstant C4 vars absolutbelopp dr C3. Vi far 16sningen explicit:
- 304 6290 -1
o 1-— 04 62:6 '

Losningen med y(0) = 0 blir, med Cy = 3,

e —1

yzl_%e%.

Losningen blir definierad fram till dess att vi dividerar med noll, vilket innebér att
16sningens definitionsintervall blir

1
—oo<1:<§1n3.

Vi far “explosion” i hogra randpunkten.




[MODUL 2] Kan funktionerna
y1(x) = €%, ya2(x) = sinx,
vara losningar till en differentialekvation av formen
y'+P@)y +Qz)y =0,
dir P(x) och Q(z) &r kontinuerliga och reellviirda pa intervallet 0 < x < /27

Vi beriknar forst Wronskianen for yy, yo:

/ / T

W =W (z) = det [yl yzl = det le, smx] =¢”(cosz —sinz).
Y1 Ya e’  cosx

Vi vet enligt sats i laroboken att om y, yo 16ser en differentialekvation av den beskrivna
typen, sa maste antingen Wronskianen vara identiskt noll eller nollskild i varje punkt
pa det givna intervallet 0 < = < /2. Men cosx = sinz giller ju f6r x = 7/4, men
inte i, exempelvis, x = 7/3. Detta innebér att W = 01 2 = 7/4, medan W # 0 i
x = 7/3. Saledes kan y1,ys inte vara losningar till en och samma differentialekvation
av den givna typen pa intervallet 0 < z < 7/2.

[MODUL 3] Vilken funktion (eller distribution) har Laplace-transformen
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Vi gor forst polynomdivision, samt partialbraksuppdelning:
2
9
s +9 1+ 3 3 .
s2-9 s—3 s+3

Den funktion som har denna Laplace-transform &r “funktionen”

g(t) = do(t) + 3ed —3e7 3, (t>0)

dér &p betecknar delta-funktionen med massa i origo. Att multiplicera med e™* &r
samma som att translatera till hoger en enhet och ersétta funktionen till vinster om
1 med noll, dvs den funktion som har den givna Laplacetransformen ar

f)=61() +3H(t—1)e3Y —3H(t —1)e 3¢,

dir &; betecknar delta-funktionen med massa i 1, samt H &r den s k Heaviside-
funktionen (ibland betecknad med Uf).

V.g. vand!



[MODUL 4] Bestdm de kritiska punkterna till det autonoma systemet

x =2y,
/ xT
Yy =—2xe" —2y cosz.

Skriv upp det lineariserade systemet kring varje kritisk punkt pa matrisform, och 16s
dessa lineariserade problem fullstdndigt; rita dessutom ett fasportriatt med flodeslinjer
(banor). Avgor slutligen om det ursprungliga problemet ér asymptotiskt stabilt eller
€j.

Vi bestammer forst de kritiska punkterna; dessa fas ur ekvationssystemet

2y = Oa
—2xe” —2y cosx = 0.

Vi inser snabbt att den enda l6sningen ar x = y = 0, dvs den enda kritiska punkten &r
(0,0). Lineariseringen i (0,0) av 2y ér forstas 2y, medan lineariseringen av

—2xe” —2y cosx

blir
—2x — 2y.

Det lineariserade systemet blir saledes

z' =2y,
y =—-2x —2y.

Pa matrisform blir det

Detta betyder att egenvirdena till A ges av
A= —1+414V3, Ao = —1—14V3.

Vi har alltsa komplexa egenviden, med negativ realdel. Enligt teorin innebér detta att
fasdiagrammet blir en stabil spiral (vilken ej kan ritas inom detta datorsystem). For
att avgora rotationsriktningen, tittar vi pa en punkt lings med positiva y-axeln, och
ser att x vixer och y avtar diar. Gor vi motsvarande analys av negativa y-axeln, samt
positivs och negativa z-axeln, ser vi att om vi ga i positiv tidsriktning gar spiralen
medurs.



For att 16sa det lineariserade systemet, behover vi egenvektorer till egenvardena. Dessa
16ses ut enligt standard-metod fra Linjar Algebra; resultatet ar

(@) ()

Vi skriver K1 = By +iBs och Ky = By — iB3, med By och Bs reella,

() ()

Vi far nu enligt recept i laroboken tva reellvirda losningar,

X, = [Bl cos (V/3t) — Bysin (\/§t)} e,

X9 = [Bg cos (\/gt) + Bj sin (\/gt)} et
Den allménna 16sningen till den lineariserade systemet blir saledes

) et cos (\/gt) + <—02 _i?\/g) et sin (\/§t)
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X161X1+62X2:
<—C1+Cz\/§

Eftersom det lineariserade systemet dr asymptotiskt stabilt i (0,0), giiller detsamma
for det ursprungliga olinjéra systemet.

[MODUL 5] Lat f(z) = €® {or x i intervallet —m < = < 7. Berékna Fourierserien for
denna funktion (27-periodisk Fourierserie). Rita sedan upp grafen for Fourierserien pa
intervallet [—3, 57].

Vi ritar grafen pa ett litet mindre intervall, men tror ni hinger med #nda. Ritprogram-
met har sina begrénsningar, men huvuddragen skall i alla fall synas.

V.g. vand!



Funktionens komplexa Fourierkoefficienter blir

1L 1 [ et
_ e e INT Jp — e(lfzn)a: do = (_1)n € e
2 J_, 27

c
" 2 1—1n

—T

for varje heltal n. Vi far alltsa den komplexa Fourierserieutvecklingen

= inx ef—e " = (_1)n inT
J@)~ X end™ === 3 e

n=—oo n=—oo

Genom att anvinda att €'™* = cos(nx) + isin(nzx) sa far vi representationen

00 400
Qo .
f(@) ~ B} + nz::l ap, cos(nx) + nz::l by, sin(nx),

dar
(-1 (e — )
(14 n?)

()" H(e"—eTM)m

(1 + n?)

Ap =

’ bn:



