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TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2

1. Lat T vara temperaturen pa ett stycke glasmassa som tas ur en glédande ugn, vilken
haller 1000 grader Celsius. Glasmistaren vet, att glasmassan &r mjuk och formbar sa
linge som temperaturen inte understiger 550 grader Celsius. Han observerar att efter
en minut har glaset antagit en svagt rosa fiarg, vilket han av erfarenhet vet betyder att
temperaturen sjunkit till 820 grader. Hur linge kan glasblasaren fortséitta att bearbeta
glasmassan? Vi antar att den omgivande luftens temperatur dr 30 grader. (5)

Enligt Newtons avkylningslag géller
T = —k(T —T,,),

sa att
T="T,+Ce ™,

déar T,,, = 30 &r omgivningens temperatur, medan C och k &r konstanter som skall
bestdmmas. Vid tiden t = 0 4&r T = 1000, sa att C' = 1000 — 30 = 970. Vi ridknar tiden
i minuter. Vi vet att da ¢ = 1, géiller att T' = 820. Detta ger ekvationen

820 = 30 + 970 e~ %,

och k ar darfor
97

k=In_—.
79
Det fragas efter nir den kritiska temperaturen 550 grader passeras. Detta motsvarar
att leta efter ¢ sa att

550 = 30 + 970 e,

vilket ger tiden
970  In3l
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t= ~ 3.04 min.

V.g. vand!



Bestiam en funktion f som satisfierar ekvationen

f(t)=e* +/tf(t7') sin T dr
0

pa intervallet [0, +o0l. (5)

Vi inser att integralen pa hoger sida &r en faltning. Samtidigt drar vi oss till minnes
att Laplace-transformen av en faltning blir en vanlig produkt. Laplace-transformen av
sint ar enligt BETA
1
241

Ekvationen ovan lyder — efter Laplace-transformering —

TR f(s)
Is) = s—2+s2+1'
Detta skriver vi om som
~ 1 1
1 _—_— =
o |1- w| = 25

och far 16sningen
~ s2+1 5/4  1/4 1/2

f(S)ZSQ(sz)_sz_T 52

Invers Laplace-transformering ger nu att

Los fullstéindligt systemet (¢ betecknar den oberoende variabeln)

¥=x+y+t,
y=v-ay,

dir « betecknar en reell parameter. Bestdm déarvid d&ven den l6sning som har begyn-
nelsedata x(0) = y(0) = 0, samt avgor dess beteende da tiden ¢t — 4o0. (5)




Vi skriver om systemet pa vektorform:

, . T 1 1 t
X' = AX + B, dir X = , A= , B= .
Y 1 —« 0

Vi lsser forst det homogena problemet X’ = AX. Matrisen A har spar och determinant:
T=1—aqa, A=—-a-—1

Detta innebér att egenvirdena till A ges av

11—« 1—a)? 11—« 1—a)?
AL = +¢(11)+a+L A= —5 —V( )+a+L

Vi skriver om uttrycket innanfor rottecknet,

(1-a) (1+a)?
7 1=’
1 +a+ 1

1-—« [(1+a)? -« [(1+ a)?
AL = 1 Ap = — 1.
1 ) + 1 + 1, 2 9 1 +

Uttrycket under rottecknet dr alltid positivt, sa vi far aldrig komplexa egenvirden.

+1,

sa att

Vi far motsvarande egenvektorer

K, = 1 Ky = !
L S VR 2T 1)

Detta innebér att den allménna homogena lésningen dr

Xh =C1 X1 + co X2 =C Kl 6>\1t + c2 K2 6/\2t
c1eMt ey etet
B Cc1 ()\1 — 1) eklt + co (/\2 — 1) 6)\2t '

Vi beh6ver nu en partikulérlosning. Fér a # —1 ges en av

Y — t oz+ 1 a?+1
Pma4+1\ 1 (a+1)2\ a—1)"

For a = —1 far vi ta till polynom av grad 2 istédllet. Vi lamnar detta fall till den
ambititse eleven. Notera att l6sninen divergerar mot oéndligheten, omvél i olika takt,
oberoende av «, atminstone for o # —1.

V.g. vand!



Betrakta viarmeledningsekvationen

9%u ou
98‘%2(1:71‘)_5“’3:)_07 (0<£U<7'l'7 t>0)
med randvillkor 5
u u
O (t70) ) o (t,ﬂ') 5 (t > 0)

Begynnelsedata &r
u(0, z) = cos(bzx) + z, (0<zx<m).

Finn den funktion u(¢,z) som loser ovanstaende virmeledningsproblem.

Vi vill forst hitta en lamplig linjar funktion som gor randvillkoren homogena. Funktio-
nen
L(z) ==z

l6ser viirmeledningsekvationen, samt har L’(z) = 1 &verallt. Vi betraktar saledes funk-
tionen v istéllet,
v(t,z) = u(t,z) — L(x),

vilken loser

9%v ov
9@(75737)—5(@9?)—0, (0O<z<m t>0)
med randvillkor 5
v i
— (¢ = —(t = t
0 =0, Si(tm) =0,  (t>0),

samt begynnelsedata
v(0, z) = cos(5z), 0<z<m).

Vi vet fran variabelseparationsmetoden att v skall vara pa formen

+oo )
v(t,x) = Z cne " cos(na),
n=0

for lampligt val av koefficienter ¢, . Insdttning i begynnelsevillkoret ger

—+oo

Z ¢y, cos(nx) = cos(bz),

n=0

sa att ¢, = 0 for n # 5 och ¢5 = 1. Vi far hdrur att
v(t,x) = e 1125 cos(5x),

sa svaret blir

—1125¢

u(t,z) =z +e cos(bx).



