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5B1206 Differentialekvationer I, for BMP.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkant betyg (3) kridvs minst 4 av 5 moduler godkénda (Del 1 eller 3). For 6verbetyg krivs

dessutom deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras vil!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 3

1.

[MODUL 1] Bestidm, pa explicit form, alla losningar till differentialekvationen

dyiy
dmie'

Av vilken ordning #r differentialekvationen? Ar den linjir eller autonom? Ifall den ér
autonom, rita ett fasdiagram med kritiska punkter. Finn &ven den 16sning som har
begynnelsevérde y(0) = 0, och beskriv var denna &dr definierad (finns det explosions-
punkter?).

Ett endimensionellt fasdiagram kan ritas: vi far inga kritiska punkter, och bara pilar
riktade at hoger.Ekvationen &dr autonom och av forsta ordningen. Vi fortsitter nu med
att 16sa ekvationen. Vi skriver ekvationen pa formen

e Ydy = dx.
Nésta steg ar att integrera bada sidor:
—e Y=+ (C,

vilket vi skriver om som
eV =—z+0Cy,

med Cy = —C. Vi logaritmerar bégge sidor, och léser ut y:
y = —log(—z + C5).
Nu betraktar vi lésningen med y(0) = 0. D& maste konstanten vara Cy = 1, och vi har
y = —log(1 — x).

Denna #r definierad pa intervallet —oco < z < 1, och vi far singularitet i z = 1
(explosionspunkt).

V.g. vand!



[MODUL 2] Kan funktionerna
y(z) = €, ya(z) = sinz,
vara losningar till en differentialekvation av formen
y'+ P(x)y +Q(z)y =0,
dér P(x) och Q(x) &r kontinuerliga och reellvirda pa intervallet 0 < z < 7/57

Vi stoppar in funktionerna i differentialekvationen:
e+ P(z)e” + Q(x)e” =0, —sinz + P(x) cosz + Q(z) sinz = 0.
For fixt z dr detta ett ekvationssystem med tva obekanta och tva ekvationer, med
entydig l6sning
sin x cosx +sinx

Pla)=2————  Qz)=- —.
cosx — sinx cosx — sinx
Nimnaren, cos x — sin x, saknar nollstéllen pa det indikerade intervallet, och dérfor dr

detta val av P(x) och Q(z) mojligt. Alltsa ér svaret ja.

[MODUL 3] Vilken funktion (eller distribution) har Laplace-transformen

s2+3s—9 o3

?
s24+s5—2

Vi gor forst polynomdivision, samt partialbraksuppdelning:

52+357971 5/3 11/3
$245—2 s—1 s+2°
Den funktion som har denna Laplace-transform &r “funktionen”

5 11
g(t) = do(t) — §et+ ESe—Qt, (t >0)
dir 6y betecknar delta-funktionen med massa i origo. Att multiplicera med e™3% #r
samma som att translatera till hoger tre enheter och ersétta funktionen till vinster om

3 med noll, dvs den funktion som har den givna Laplacetransformen &r

f(t) =d3(t) — gH(t —3) et=3 o+ %1 H(t —3) e~2=3)

dir 03 betecknar delta-funktionen med massa i 3, samt H &r den s k Heaviside-
funktionen (ibland betecknad med Uf).




[MODUL 4] Lés fullstidndigt det autonoma systemet

¥ =x+y+1,
Yy =x—y-—2.

Rita dessutom ett fasportritt med flddeslinjer (banor) kring den kritiska punkten. Finn
slutligen den 16sning som bérjar i z(0) = y(0) = 0.

Den kritiska punkten ges ur

r+y+1=0,
r—y—2=0.
Losningen ér x = 1/2, y = —3/2, dvs den kritiska punkten &r (%, —%) Pa matrisform

blir systemet

x 1 1 1
X =AX+B, dir X = , A= , B= .
Y 1-1 -2
En partikularlosning blir den kritiska punkten:
1/2
X, = / .
-3/2

Vi kan saledes koncentrera oss pa det homogena systemet X’ = AX. Detta kriver en
analys av matrisen A. Sparet och determinanten for A &r:

Detta betyder att egenviirdena till A ges av
A =1V2, Ao = —V/2.

Vi har alltsa reella egenvirden av motsatt tecken, vilket ger en sadelpunkt i den kritiska

V.g. vand!



punkten for vart ursprungliga system. Motsvarande egenvektorer raknar vi litt fram:

1 1
Kl:<—1+\/§>’ K2:<—1—\/§>'

Vi far den allménna losningen till det homogena problemet som

cq eﬁt + co e‘ﬁt )

Xh = (1 Kl 6/\1t + (&) K2 6)\2t =
c1 (=1 4+v2) eV 4 ¢y (-1 —-+?2) e V2

Den allménna l6sningen till det inhomogena problemet blir da

1/2+cle‘/§t+0267‘/§t )

X=X,+Xp =
: (—3/2+01(—1+\/§) eV 4 ¢y (-1 -+2) e V2

Om vi stoppar in initialdata att

bestdmmer vi konstanterna, latt:

1 1
g =——7=—

1
2v/2 202 4

Stoppar vi in dessa i var allménna losning erhaller vi den sokta losningen.

C1 =

1
4’

[MODUL 5] Berékna med hjélp av Fourierserier summan

+o00 1
HZ::OnQ—i—l'

Tips: Betrakta funktionen f(x) = e® for « i intervallet —m < & < 7 och utveckla denna
i en 27-periodisk Fourierserie, som pa forra tentan. Vilj sedan en speciell punkt x for
att fa den sokta summan. Forslag pa sadana punkter:

s s T T
z=0, 3326, x:Z7 :v:§, x:§, r=—, rT=—, T=T.




Vi minns fran tidigare tentamen (12 november 2004) att

+oo +o0
ag .
fla) ~ 5 7; an cos(nx) + ; by, sin(nz),

dér
(CD)M e — e (—1)" (e — e )n
(14 n?) (1 + n?)
For x = 7 blir cos(nz) = cos(nm) = (—1)™ och sin(nz) = sin(nm) = 0. Fourierserien
blir dérfér i x =«

) bn:

e —e ™ IR em e e (1 X1
2 +nz::177(1+712): ™ {5—’—”2_:114—712}'

Men vad konvergerar den mot? Jo, enligt sats mot 3 [f(7 ")+ f(77)]. Och f(7~) = €™,
medan f(7T) = e~ (varfor?). Detta innebér att

och saledes

SR
:01—|—n2_ «1+n? 2 2(em — e~ ™)



