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5B1206 Differentialekvationer I, for BMP.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkint betyg (3) krévs minst 17 poéng, for betyg 4 krévs 25 podng, medan for betyg 5 krivs
31 poing. Losningarna skall motiveras val!

TENTAMENSSKRIVNING

1.

Bestam, pa explicit form, alla I6sningar till differentialekvationen
dy
dr

Av vilken ordning #r differentialekvationen? Ar den linjir eller autonom? Finn #ven
den losning som har begynnelseviirde y(0) = 0, och beskriv var denna ér definierad. (5)

e* 3 cos .

Differentialekvationen &r av forsta ordningen, olinjéir, ej autonom. Déremot &r den
variabelseparerad. Vi skriver om den sa hér:
e3Y dy = €® cosx da.
Vi integrerar bigge sidor och far
1

§e3y = %(cosx—ksinx) + (1,

vilket forenklas som

3 xT
e = Te(cosx—l—sinx) + Cs.

Detta ger 16sningen implicit; pa explicit form blir det

1 3e”
y:§ln< 28 (cosx—i—sinm)—&—Cb).

Begynnelsevirde y(0) = 0 motsvarar att Cy = —1/2, sa 16sningen blir

= 1 In 3ez(cosx+sinx) —1
Y73 2 2)

Denna 16sning blir véldefinierad sa linge som

3e” (costrsinx) > 1.

Det storsta intervall kring = 0 dér denna olikhet géller blir definitionsintervallet for
16sningen. Vi inser fran en Overslagsrikning att detta intervall maste vara dppet och
begransat.

V.g. vand!



Los differentialekvationen
Yy’ — 4y’ + 8y =sinz.

Ar ekvationen linjiar? Homogen? Finn #ven den 16sning som bérjar i y(7) = 0, 3/ () =
0.

Den karakteristiska ekvationen blir
A 4N +8=0,

med rotter
AL = 2+ 24, A=2—2¢.

Tva linjért oberoende l6sningar till den homogena ekvationen blir saledes
y1 = €** cos(2z), Yo = €7 sin(2z).
Vi behover nu en partikuldrlosning, och gissar att en finns pa formen
yp = Acosz + Bsinz.

Direkt instoppning ger att

4 7
A=—, B=_.
65’ 65

Den generella 16sningen blir saledes

4 7
y=Yp+yn=1yp+Ciy1 +Caya = ——cosx + —sinz+ C4 e® cos(2x) + Cy e** sin(2z).

65 65
Uttrycket for 16sningens derivata blir
4 7
y = ~eE sinx + gE Co5 % + (Cy + 2C3) €2” cos(2z) 4 (Cy — 2C1) €*® sin(2z).

Losningen med y(m) = ¢'(7) = 0 blir den som har konstanterna

I _ 3,
T 65 ’ T 130

—27

Cy Cs

(a) Lat A vara en reell kvadratisk matris. Betrakta det homogena systemet av linjira
differentialekvationer X’ = AX. En 16sning till detta system ges av Z = X +1iX,, dér
X1, Xy dr tva vektorvarda reella funktioner, och i &dr imaginéra enheten. Visa att i sa
fall uppfyller inte bara Z systemet utan dven X; och Xs.

(b) Lat den reella matrisen A ha egenviirdet A = a + i och tillhérande egenvektor
Ar v = vy + ivy, dir vy, vo ir reella vektorer. Visa utgaende fran detta hur tva reella
linjért oberoende 16sningar till systemet kan erhallas.



(c) Bestdm den allménna losningen till systemet

, 1 —4
X' = X.
5 -3

(a) Vi vet att Z = X; + iX, satisfierar systemet X’ = AX. Inséittning ger
(X +1iXs) = A(X +iXo).
Utnyttjande av lineariteten hos deriveringen och matrismultiplikation ger
X) +iX, = AX; +iAXs.

Om en komplex likhet géller, maste bade realdel och imaginérdel vara lika. Uttagande
av realdel i ekvationen ovan ger X} = AXj, och motsvarande fér imaginiirdelen ger
X, = AXo.

(b) En komplex 16sning ges av
Z = e(o‘“ﬂ)t(vl + iVQ).

Realdel respektive imaginirdel av den komplexa l6sningen ger tva reella linjért obero-
ende 16sningar (vi antar forstas § # 0. Vi far

Xy = e (vycos(Bt) — vasin(Bt)), Xg = e (vysin(Bt) + vacos(ft)).

(c) Egenvérden till matrisen blir A = —1 £ 44. Vi bestdmmer en egenvektor v till
egenvéirdet A = —1 4 44. Denna fas som l6sning till ekvationen 0 = (A — AI)v. Vi

finner att vi kan vélja
2
v = :
1—2i
En komplex 16sning &r
, 2 2 0
7, — o(—1+4i)t (1 B 2i> = e "(cos(4t) + isin(4t)) [ <1> +i (_2> } .

Tar vi ut real- och imaginérdelar far vi

X = ot 2 cos(4t) X = ot 2sin(4¢t)
1= cos(4t) + 2sin(4t) )’ 2= sin(4t) — 2cos(4t) | -

Denna allménna losningen ges av en linjarkombination av de tva linjart oberoende
16sningarna:

X = X1 40X = ¢ e~ 2 cos(4t) et 2sin(4t)
e Rae A cos(4t) + 2sin(4t) ? sin(4t) — 2cos(4t) | -

V.g. vand!



4.

Bestdm Fourierserien till funktionen som ar 7-periodisk och definieras av

i iy
t) =sin*t o <t< =
f(t) =sin" ¢, 5 5

Den givna funktionen f(t) dr en jimn funktion som &r m-periodisk och dess Fourierserie
har formen

ap <X
?0 + nz_:l ap, cos(2nt).

Vi utvecklar var funktion enligt féljande:

F(t) =sin*t = (sin?t)” = (1005(%)>2

2

1 — 2cos(2t) + cos?(2t) 1 — 2cos(2t)
: =

1 + cos(4t)

4 + 8
Forenklat ger detta

fit) = g - % cos(2t) + % cos(4t).

Vi har tydligen funnit den stkta Fourierserien. Detta motsvarar att

B 1 1
0074, ay = 23 a2787
medan a,, = 0 for alla andra n.

Genom att anvinda metoden med separation av variabler, 16s ekvationen

uly, = uy, O<z<m 0<t<4oo,
med randvillkoren 5

u(0,1) = a—Z(w,t) =0, 0<t< 400,
och begynnelsevillkoret

u(z,0) =1, O<a<m.




Tillimpning av variabelseparationsmetoden ger att u(z,¢) maste vara pa formen
- n2t/4 o NT
u(z,t) nz::l by e sin —-,
dér b, = 0 for jaimna n. For ¢t = 0 blir det
= . nx
1:;bnsm?, 0<t<m.

Genom avlasning i tabellen pa s. 309 i BETA finner vi att
201+ (="

™n

b, =

Losningen blir darfor

Los ut funktionen f(¢) pa intervallet 0 < ¢t < 400 ur ekvationen

f’(t):cost—i—/tf(t—r) cos T dr, f(0)=1.
0

Vi Laplace-transformerar integro-differentialekvationen (F'(s) betecknar Laplacetrans-
formen av f(t)):

s s
F(s) — = F .
SF() = f(0) = 5+ F(s) o
Vi stoppar in begynnelsedata f(0) = 1, och léser ut F'(s):
1 1 1

Vi atertransformerar, och far att
2
f)=1+t+.

Detta &r alltsa den sokta 16sningen.

V.g. vand!



En oltillverkare har kommit pa att det &r béttre att blanda ut 6let med vatten, men
ta lika mycket betalt dnda. Hans normala starkol haller en alkoholhalt pa 6%, men
tillverkaren tror att halten 4.5% bor réicka. Han har en 100 liters tank med 6%-igt 61,
och borjar med en pump hélla ur 6l i takten 2 liter per minut, medan han fyller pa
med vatten i takten 2 liter per minut. Olblandningen i tanken omréres ordentligt hela
tiden. Nar kommer olet i tanken att halla den énskade halten 4.5%7

Vi observerar att volymen 6lblandning &r konstant i tanken &r konstant. Om vi later
x(t) beteckna alkoholhalten i tanken, &r alltsa totala volymen alkohol 100 z(t) liter. Vi
finner att infinitesimalt

100dx = —2x dt,

dvs
, 1
= ——u.

50
Denna differentialekvation har 16sningen

z(t) = Coe /%,

konstanten Cy ar enligt uppgift Cy = 0.06, sa att

_ 6 im0
x(t) = 100 € .

Vi soker den tidpunkt tg da z(tg) = 0.045:

3
—tg/50 — =
e 1
Detta ger
4
to = 501n 3 ~ 14.4 min.

(5)



