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5B1206 Differentialekvationer I, for BMP.

Hjdlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godként betyg (3) kriavs minst 17 poéng, for betyg 4 krivs 25 poing, medan f6r betyg 5 kréivs
31 poidng. Losningarna skall motiveras vil!

TENTAMENSSKRIVNING

1.  Bestdm, pa explicit form, alla 16sningar till differentialekvationen

= ¢Y sin® 7.

dy
dx

Av vilken ordning #r differentialekvationen? Ar den linjir eller autonom? Finn #ven
den 16sning som har begynnelsevérde y(0) = 0, och beskriv var denna &r definierad. (5)

Differentialekvationen &r av forsta ordningen, olinjéir, ej autonom. Déremot &r den
variabelseparerad. Vi skriver om den sa hir:

1
e Vdy =sin®zdr = 5(1 — cos(2x)) d.
Vi integrerar béigge sidor och far
—e Y =

sin(2z) + C,

==

z
2
vilket forenklas som

1
e V= 1 sin(2z) — ; + Cs.

Detta ger 16sningen implicit; pa explicit form blir det
1
y=—In <4 sin(2x) — g + C'2>.
Begynnelsevirde y(0) = 0 motsvarar att Cy = 1, sa 16sningen blir

1
y=—In <4Sin(2z)—z—|—l>.

Denna I6sning blir vildefinierad sa linge som

1 T

—sin(2x) — =+ 1> 0.

4 (22) 2

Det storsta intervall kring = 0 dér denna olikhet géller blir definitionsintervallet for
16sningen. Vi inser fran en Overslagsrikning att detta intervall maste vara oppet och
begrinsat at hoger.

V.g. vind!



Betrakta funktionen
Y= e® +Cl e2x+02€3m7

dar C1,Cs ér fria reella parametrar. Antag att y dr den allm#nna losningen till en
linjér differentialekvation. Vad &r da dimensionen for 16sningsrummet, samt ordningen
for differentialekvationen? Finn slutligen en sadan linjér differentialekvation med y som
allmén 16sning.

Vi har tva fria parametrar, sa 16sningsrummet &r tva-dimensionellt. Darfor har diffe-
rentialekvationen ordning 2.

En differentialekvation med det givna losningsrummet &r

Yy’ — 5y + 6y =2e".

I en modell av tva kvarkars interaktion gor vi forenklingen att en av dessa &r stationér,
och vi tdnker oss att bada ligger ldngs en linje. Vi betecknar med xg,x; positionerna
for kvarkarna, och siitter xp = 0. Ekvationen som beskriver x1:s rérelse i tiden ¢ dr (vi
skriver x istéllet for )
,  1—2?
Tr =

T

Los denna ekvation. Ar den autonom? Kommer kvarkarna att vara bundna till varand-
ra?

Ekvationen &r autonom, eftersom tidsvariabeln ej syns explicit. Vi loser nu ekvationen:
x
22 —1

z 1/ 1 N 1
2-1 2\z—-1 =z+1)’

1 1
2<ln|x—1|+ln|x+1|> :§ln’x2—1|.

dr = —dt.

Eftersom

sa en primitiv funktion

Integration av bagge sidor av ekvationen ger
1
§1n|x2 —1’ =—t+Ch,
det vill siaga
’xQ - 1‘ =Cye 2.
Vi tar nu bort absolutbeloppstecknet, och nyttjar dirvid att losningarna maste vara

kontinuerliga:
2 —1=Cze 2.

Losningen blir alltsa

z=+1+C3e"2t eller x:—\/m.

Om C3 > 0 far vi 16sningar definierade for alla ¢. Alla 16sningar gar asymptotisk mot
1 eller —1; vi har alltsa stabilitet, och kvarkarna blir bundna till varandra.




Bestam alla kritiska punkter till det autonoma systemet
2 =1+ ay,
y =z +y.

Bestim deras typ (nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgér om méjligt huruvida
de &r stabila eller instabila. (5)

Systemet &r
' = P(x,y),
y' = Q(z,y),
dir P(z,y) = 1+ zy och Q(z,y) = x + y. De kritiska punkterna ges som 1sningar till

ekvationssystemet
14+2y=0
z+y=0.

Eftersom y = —x, maste 1 — 22 = 0, dvs 2 = 1 eller = —1. Vi far tva fall.
Fall 1. z =1 och y = —1.
Fall 2. z =—-1ochy=1.

Sétt
P, P Yy
=(a a )
v @y 1
-1 1
()

Detta ar lineariseringsmatrisen for systemet i den givna kritiska punkten. En kalkyl
ger att denna har egenvérdena V2 och —\/57 vilket innebér att (1, —1) &r en instabil

sadelpunkt.
1 -1
A( . )

I fall 2 fas istéllet
Denna matris har egenviirdena 1+ ¢ och 1 — 4, vilket innebér att (—1,1) &r en instabil
spiralpunkt.

D)

Ifall 1 fas

Genom att anvinda metoden med separation av variabler, 16s ekvationen

4 Uy = Uy, O<ax<m 0<t<+4o0,
med randvillkoren 5
a—z(o,t) —u(mt)=0, 0<t< 400,

och begynnelsevillkoret
u(z,0) =1, O<zx<m.

V.g. vind!



Tillimpning av variabelseparationsmetoden ger att u(z,t) maste vara pa formen

+oo
o 1
u(z, ) anz:oane (2n+1)7 cos[<n+ 5):1:]

For ¢ = 0 blir det

—+oo
1
1:Zancos[<n+§>x}, O<x<m.
n=0

Funktionen pa hoger sida &r 4m-periodisk, med virde 1 pa intervallet | — 7, «[, samt
virde —1 pa | — 2w, —7[ och ]m, 27. Genom avldsning i tabellen pa s. 309, fall (1), i
BETA finner vi att
4(=1)"
tn = m(2n+1)

Losningen blir darfor

u(z,t) = if 2(_1)71 e~ (2%t og Kn + %)x}

Loés ut funktionen f(¢) pa intervallet 0 < t < +o0 ur ekvationen

f'(t) = sin(3t) + /0 f(t —7) cos(27) dr, f(0) =5.

()

Vi inser att integralen pa hoger sida &r en faltning. Samtidigt drar vi oss till minnes
att Laplace-transformen av en faltning blir en vanlig produkt. Laplace-transformen av
cos(2t) dr enligt BETA

_5
s2+4°
Ekvationen ovan lyder — efter Laplace-transformering —
~ 3 sf(s)
- f(0) = .
sF(s) = 10 = 55 + 4

Detta skriver vi om som

~ s 3
1(s) {852—1—4] o 52—|—9+5’

och far 16sningen

f(s)_(532+48)(52+4)_%_2 s 5 s
os(s2+3)(s2+9) 95 6 s2+3 18 s2+9

Invers Laplace-transformering ger nu att

f@t) = % - %1 cos(V/3t) — % cos(3t).




En oltillverkare har kommit pa att det &r béttre att blanda in lite svartsprit i 1attol, for
att sedan sélja produkten som starkol till lite mindre nogriknade nattklubbar i stan.
Lattolet haller 2.1% alkohol, medan svartspriten haller 40%. Han efterstrivar en total
alkoholhalt pa starkolet pa 5.5%. Tillverkaren har en 100 liters tank med latt6l, och
borjar med en pump hélla ur 61 i takten 1 liter per minut, medan han fyller pa med
svartsprit i samma takt, 1 liter per minut. Olblandningen i tanken omréres ordentligt
hela tiden. N#r kommer 6let i tanken att halla den énskade halten 5.5%7

()

Vi observerar att volymen 6lblandning &r konstant i tanken &r konstant. Om vi later
x(t) beteckna alkoholhalten i tanken, ir alltsa totala volymen alkohol 100 z(t) liter. Vi
finner att infinitesimalt

100dz = 0.4 dt — z dt,

dvs
, 4 1

¥ = 1000 100"
Denna differentialekvation har 16sningen

4
z(t) = o + Cpet/100

konstanten Cy bestdms ur x(0) = 0.021. Vi far hirur Cy = —0.379, sa att
z(t) = 0.4 — 0.379 ¢~t/100,
Vi soker den tidpunkt to da z(tg) = 0.055:

o—toy100 _ 0345
0.379"

Detta ger
379 .
to = 1001n 345 ~ 9.4 min.



