KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2005-11-18, kl. 14.00-19.00.

5B1206 Differentialekvationer I, for BD-M-P.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkéint betyg (3) krivs minst 4 av 5 moduler godkiinda (Del 1). For dverbetyg kréivs dessutom
deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 1

1. [MODUL 1] Vi har en vattentank som rymmer exakt 100 liter. Fran borjan har vi
tanken fylld med 100 liter kranvatten (utan salt). Vi dnskar fa briickvatten som pas-
sar silar fran Ostersjon. Dessa trivs med 1,1% salthalt. Vi fyller successivt pa med
saltvatten taget fran virldshavet med salthalt 3, 3%, medan vi samtidigt hiiller ut salt-
blandat vatten, bada i takten 1 liter per minut. Hela tiden blandar vi frenetiskt ut
den allt starkare saltlosningen. Efter hur lang tid kommer salthalten i tanken att passa
sélarna?

Vi observerar forst att volymen vatten hela tiden kommer att vara konstant 100 li-
ter. Detta innebéar att vi kan rikna direkt med saltkoncentrationer istéllet for att ta
hinsyn till totala saltméngder. Lat = z(t) beteckna saltkoncentrationen vid tid ¢.
Initialt har vi da x(0) = 0. Inflédet (réknat som koncentrationsféréndring) blir under
en infinitesimalt kort tid df lika med %222 dt, medan utflsdet blir %5 dt. Vi erhaller
saledes differentialekvationen

@70,0337i
dt 100 100’

med allmén 16sning

z(t) = 0,033+ C e /10,
dér tiden riknas i minuter. For att 2(0) = 0 maste vi kréva att C' = —0,033, sa att
z(t) = 0,033 — 0,033 /100,
For att 16sa uppgiften soker vi ¢ sa att
0,011 = 0,033 — 0,033 ¢~ /190,

vilket intraffar da

t= 1001ng ~ 40,5 min.

2. [MODUL 2] Finn en linjir homogen differentialekvation av andra ordningen sa att
funktionerna y;(x) = z och ys(z) = 22 #r losningar. Beskriv diirefter den allméinna
16sningen till differentialekvationen.

V.g. vind!



Vi skriver den allménna linjara homogena differentialekvation av andra ordningen pa
formen

y' +py' +qy=0,

dér p och ¢ ar funktioner som vi sdker. Instoppning av y; ger
p+rq=0,
medan instoppning av y» ger
2+2xp+a®q=0.

Loser vi ut p och ¢ far vi

och efter omskrivning blir ekvationen
2y — 2xy’ + 2y = 0.
Denna har enligt teorin den allménna losningen
y = Ciy1 + Coya = Cra + Cya?,

dar Cyq, Cy ar fria konstanter.

[MODUL 3] Vilken funktion (eller distribution) har Laplace-transformen

L 6—25 ?
s2+9

Enligt [BETA, s. 327], s& har funktionen cos(3t) Laplacetransformen s/(s2 4 9). Ater-
igen enligt [BETA, s. 326], innebir multiplikation med e~2* pa den transformerade
sidan en translation med tva enheter. Svaret dr alltsa:

cos(3(t —2)) H(t — 2),

dar H star for Heaviside-funktionen.

[MODUL 4] Bestdm de kritiska punkterna till det autonoma systemet

' =e¥—1,
y = —x —€” siny.

Skriv upp det lineariserade systemet kring varje kritisk punkt pa matrisform, och 16s
dessa lineariserade problem fullstdndigt; rita dessutom ett fasportriatt med flédeslinjer
(banor). Avgér stabilitetsanalysen foér det lineariserade problemet dven stabiliteten for
det ursprungliga olinjéra systemet?




Vi bestdmmer forst de kritiska punkterna; dessa fas ur ekvationssystemet

ey —1=0,
—z — e“siny = 0.
Vi inser snabbt att den enda l6sningen dr x = y = 0, dvs den enda kritiska punkten &r
(0,0). Lineariseringen i (0,0) ger
eV — 1=y, —r —€e¥siny ~ —x — v.

Det lineariserade systemet blir saledes

Pa matrisform blir det

T 0 1
X_AX,  dir X:<>, A:< )
Y -1-1

Vi far spar och determinant for A:
T=-1, A=1.
Detta betyder att egenvirdena till A ges av

R S R S 'L.
R G s R
Vi har alltsa komplexa egenvarden, med negativ realdel. Enligt teorin innebér detta
att fasdiagrammet blir en stabil spiral (vilken ej kan ritas inom detta datorsystem).
For att avgora rotationsriktningen, tittar vi pa en punkt lings med positiva y-axeln,
och ser att z vixer och y avtar dér. Gor vi motsvarande analys av negativa y-axeln,
samt positivs och negativa z-axeln, ser vi att om vi ga i positiv tidsriktning gar spiralen
medurs.

For att 16sa det lineariserade systemet, behtver vi egenvektorer till egenviirdena. Dessa
16ses ut enligt standard-metod fra Linjar Algebra; resultatet &r

o (2) ne ()

Vi skriver K1 = By +iBy och Ko = By — 1By, med By och Bs reella,

Bi—( " -
() ()

Vi far nu enligt recept i laroboken tva reellvirda losningar,
X, = [Bl cos (\/gt/Q) — By sin (\/525/2)] e_t/Q,
X, = [Bg cos (\/gt/2) 4+ By sin (\/gt/2)} e—t/2,
Den allménna losningen till den lineariserade systemet blir saledes

C1

X261X1—|—CQX2:
<—Cl/2+62\/§/2

) e~? cos (V/3t/2)
e e t? sin .
- (—02/2 - c1\/§/2> (Vai/2)

Eftersom det lineariserade systemet dr asymptotiskt stabilt i (0,0), géller detsamma
for det ursprungliga olinjéra systemet.

V.g. vind!



[MODUL 5] Lat f(z) = sin®z for x i intervallet —7 < @ < 7. Berikna Fourierserien
for denna funktion (27-periodisk Fourierserie). Rita sedan upp grafen for Fourierserien
pa intervallet [—3m, 5m].

Vi har att

1 1
2y =2 — —cos(2x),
2 2

sin
se [BETA, s. 124]. Hoger led dr redan en Fourierserie, och alltsa #r detta den stkta
Fourierserien. Svaret dr saledes

1
573 cos(2x).

Grafen blir forstas den kiinda grafen for sin? z, som vi avstar fran att rita.



