KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2005-12-05, kl. 15.00-18.00.
5B1206 Differentialekvationer I, for BD-M-P.

Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkint betyg (3) kriivs minst 4 av 5 moduler godkiinda. Losningarna skall motiveras vil!

LOSNINGSFORSLAG KOMPLETTERINGSTENTAMEN

1.  [MODUL 1] Vi har en vattentank som rymmer exakt 1000 liter. Fran borjan har vi tan-
ken fylld med 1000 liter saltvatten av salthalt 5%. V fyller successivt pa med saltvatten
med salthalt 10%, medan vi samtidigt héller ut det blandade vattnet, bada i takten
1 liter per minut. Hela tiden blandar vi frenetiskt ut den allt starkare saltlosningen.
Efter hur lang tid kommer salthalten att na 7%?

Vi observerar forst att volymen vatten hela tiden kommer att vara konstant 1000 liter.
Detta innebér att vi kan rikna direkt med saltkoncentrationer istéllet for att ta hdnsyn
till totala saltmiingder. Lat = x(t) beteckna saltkoncentrationen vid tid ¢. Initialt
har vi da z(0) = 0,05. Inflédet (rdknat som koncentrationsfordndring) blir under en
infinitesimalt kort tid dt lika med f(’)t% dt, medan utflédet blir 755 dt. Vi erhaller saledes
differentialekvationen

dr 0,10 =
dt ~ 1000 1000’

med allmén 16sning
z(t) = 0,10 4 C /1000,

dér tiden riiknas i minuter. For att x(0) = 0,05 maste vi kriiva att C' = —0,05, sa att
z(t) = 0,10 — 0,05 e~ */1000,

For att 16sa uppgiften soker vi ¢ sa att
0,07 = 0,10 — 0,05 ¢ /1000

vilket intrdffar da 5
t = 1000 In 3 min.

2. [MODUL 2] Finn en linjir homogen differentialekvation av andra ordningen s& att
funktionerna y; (x) = e* och yy(x) = sinx &r 16sningar. Beskriv pa vilket (vilka) inter-
vall differentialekvationen &r icke-singulér. Skriv dérefter upp den allménna I6sningen
till differentialekvationen.

Den allménna linjira homogena differentialekvationen av andra ordningen ser ut sa
hér:
y'+P@)y +Q(x)y =0.

Vi stoppar in funktionerna i differentialekvationen:
e*+P(x)e® +Q(x)e” =0, —sinz + P(x) cosz + Q(z) sinz = 0.

For fixt = ar detta ett ekvationssystem med tva obekanta och tva ekvationer, med

V.g. vind!



entydig 16sning

P(z) =2 sinx Q(I):_costrsinz

cosx —sinz’ cosx —sinz’

Ekvationen blir icke-singulér sa linge som vi inte delar med 0, dvs cosz # sinzx.
Eftersom
cosx — sinz = V2sin(z + 37/4),

blir ett (maximalt) intervall dér ekvationen &r icke-singuldr —37/4 < = < w/4. Den
allménna 16sningen till differentialekvationen blir forstéas

y = Cre” + Cysinz,

dir Cq, Cs &r fria konstanter.

[MODUL 3] Vilken funktion (eller distribution) har Laplace-transformen

s 6755 2
(s+2)2+9

Enligt [BETA, s. 327], s& har funktionen cos(3t) Laplacetransformen s/(s?+9), medan
sin(3t) har Laplacetransformen 3/(s% + 9). Vi skriver om:

s _ s+ 2 _ 2
(5+22+9 (5+22+9 (s+2)2+9°

Translationen s +— s + 2 motsvarar i t-variabeln multiplikation med e~2t. Vi ser alltsa
att

g = el — e oinian

Aterigen enligt [BETA, s. 326, innebér multiplikation med e~>¢ pa den transformerade
sidan en translation med tva enheter. Svaret dr alltsa:

(e*2<t*5> cos(3(t — B)) — 2 e=2(t=9) gin(3(t 5))) H(t—5),

3

dar H star for Heaviside-funktionen.

[MODUL 4] Bestdm de kritiska punkterna till det autonoma systemet

¥ =e" +e¥ -2
y =e —ev.

Skriv upp det lineariserade systemet kring varje kritisk punkt pa matrisform, och 16s
dessa lineariserade problem fullstdndigt; rita dessutom ett fasportriatt med flodeslinjer
(banor). Avgér stabilitetsanalysen foér det lineariserade problemet dven stabiliteten for
det ursprungliga olinjéra systemet?




Vi bestdmmer forst de kritiska punkterna; dessa fas ur ekvationssystemet

e’ —e¥=0.

{ew+ey—2:0,

Vi inser snabbt att den enda l6sningen ar x = y = 0, dvs den enda kritiska punkten &r
(0,0). Lineariseringen i (0,0) ger

e*4+e¥—2=ax+y, e* —eV = —y.

Det lineariserade systemet blir saledes

¥ =x+y,
Yy =z —y.

Pa matrisform blir det

Detta betyder att egenvirdena till A ges av
A = V2, Ao = —V/2.

Vi har alltsa reella egenvirden, ett positivt och ett negativt. Enligt teorin innebér detta
att fasdiagrammet blir en sadel (vilken ej kan ritas inom detta datorsystem).

For att 16sa det lineariserade systemet, behover vi egenvektorer till egenvirdena. Dessa
16ses ut enligt standard-metod fran Linjér Algebra; resultatet dr

K = ! Ky = !
() me(a)

Vi far nu tva losningar,
X, = K eV,
X2 = K2 e_‘/it.
Den allménna 16sningen till den lineariserade systemet blir saledes

c1 eﬁt + co e‘ﬁt )

X101X1+62X2 =
<(\/§ -1y eV2t — (V2+1)e, eV

Eftersom det lineariserade systemet &r instabilt i (0,0) med ett egenvirde som dr po-
sitivt, ar forstas det ursprungliga olinjira systemet ocksa instabilt.

[MODUL 5] Lat f(z) = sinz cosz for x i intervallet —m < = < 7. Beréikna Fourierserien
for denna funktion (27-periodisk Fourierserie). Rita sedan upp grafen for Fourierserien
pa intervallet [—3m, 57].

V.g. vind!



Vi har att

. 1.
sinzcosz = o sin(2x),

se [BETA, s. 124]. Hoger led dr redan en Fourierserie, och alltsa ér detta den stkta
Fourierserien. Svaret ar saledes

1
3 sin(2x).

Grafen blir forstas den kiinda grafen for 1 sin(2z), som vi avstar fran att rita.



