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5B1206 Differentialekvationer I, for BDMP.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godként betyg (3) krdvs minst 17 poiing, for betyg 4 krivs 24 poing, medan f6r betyg 5 kréivs
30 poéng. Losningarna skall motiveras vl!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Bestdm, pa explicit form, den 16sning till differentialekvationen

/

yf + y = 2€em
em
som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 1. (5)

Vi skriver om differentialekvation som

Y+ (%) y = 2 €.
Multiplikation med integrerande faktor e” ger

eez y/ + eez(ew) y = 2626 ew7

det vill sdga
d

. (eew y) =2¢%" ¢”.
Denna ekvation har den allménna 16sningen
e y=e’ +C,
eller, med andra ord, i
y=e" +Ce .

Begynnelsevillkoret
y0)=e+Ce ' =1
ger C = e — e, dvs

y=e —ele—1)e,

vilket utgor den sokta 16sningen.

2. Lat T vara temperaturen hos en kaka och Tj vara det omgivande rummets temperatur.
Vi antar att Newtons avsvalningslag géller, dvs att avsvalningshastigheten ar propor-
tionell mot temperaturdifferensen T' — Ty. Rumstemperaturen &r 23°C och kakan tas
ut fran en ugn med temperaturen 230°C. Efter 7 minuter ar kakans temperatur 115°C.
Bestam kakans temperatur efter 20 minuter. (5)

V.g. vind!



Newtons avsvalningslag lyder

dT
= = k(T - 1),

dér k &r en positiv konstant. Losningen dr pa formen
T(t) =Ty +Ce ™,
dér C ar en konstant, positiv eller negativ. I vart fall &r T = 23, medan
T(0) =Ty + C = 230.
Detta ger C' = 207. Vi kan alltsa skriva
T(t) =23+ 207 F
och vad som aterstar &r att faststéilla viardet pa k. Vi nyttjar att
T(7) =23 +207e "% = 115,
vilket ger k = 1 In(207/92). Vi far slutligen
T(20) = 23 4 207 e =20k = 23 4 207 ¢~ (20/NI(207/92) 1 43 4°C,

vilket utgér den sokta temperaturen.

Los fullstéindigt differentialekvationen

T
0 —.
cos(3x)’ STSG

y'+9y =

Den homogena differentialekvationen 3" + 9y = 0 har karakteristisk ekvation
A +9=0,
med komplexa rétter A = £3i. Den allménna 16sningen till den homogena ekvationen
ar da
yn = C1 cos(3z) + Cs sin(3zx).
For att finna en partikulérlosning till den givna ekvationen gor vi ansatsen
Yp = U1Y1 + u2y2,
dér y; = cos(3x) och yo = sin(3z). Man far

1
uiz—%, UQZM dir R=

och W &r Wronskianen:
cos(3x)  sin(3x)
—3sin(3z) 3cos(3x)

Alltsa blir ekvationerna ovan

W = = 3cos?(3z) + 3sin?(3z) = 3.

sin(31) 1
uy = 7%(3) =3 tan(3z),
1
, cos(3x) o 37) 1
u2 = —3 = g

Héarur foljer att
1
u =g In | cos(3z)| + A,

T

Pa vart intervall ]0, 7/6[ &r cos(3x) > 0, och genom att vilja konstanterna A = B = 0,



finner vi saledes partikulérlosningen
1 1
W= cos(3z) (In(cos(3z))) + 3% sin(3x).
Den allménna l6sningen blir slutligen
1 IR .
Y=1Yp+yn= 9 cos(3z) (In(cos(3z))) + 37 sin(3x) + Cy cos(3x) + Cs sin(3z),

diar C1, Cs &r tva godtyckliga konstanter.

4. Bestam en funktion f som satisfierar ekvationen

f(t) =sin(2t) + /0 e fit—r)dr

pa intervallet [0, +o0]. (5)

Vi inser att integralen pa hoger sida &r en faltning. Samtidigt drar vi oss till minnes

att Laplace-transformen av en faltning blir en vanlig produkt. Laplace-transformen av
et &r enligt BETA
1

s—1°

Ekvationen ovan lyder — efter Laplace-transformering —

s 2 fls)
fs) = s2+4+s—1'
Detta skriver vi om som
J?( ) |1 1 __2
y s—1| 244’
och far 16sningen
~ 2(s—1) 141 s 3/2

f(s) = (s —2)(s2+4) _5—2_182+4+s2+4'

Invers Laplace-transformering ger nu att

ft)=~e* — i cos(2t) + % sin(2t).

1
4

5. Bestdm alla kritiska punkter till det autonoma systemet

¥ =2+ 2y,
Yy =x+y.
Bestidm deras typ (nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgér om méjligt huruvida
de &r stabila eller instabila. (5)

V.g. vind!



Vi borjar med de kritiska punkterna, och loser

24+xy =0
z+y=0.

Detta har tva 16sningar, punkten = = /2, y = —v/2 samt punkten z = —v/2, y = v/2.
Vi far saledes tva kritiska punkter, (\f , —\/ﬁ) och (—\/5, \/i) Lineariseringsmatrisen

blir
A= Yo o ’
11

dér (zg, yo) star for en av de kritiska punkterna. Denna matris har spar 7 = yo + 1 och
determinant A = yg — xg. Vi far alltsa egenvirdena

Apg = 1-v2 (1_2\@) +2v2

2

for punkten (\f , —\/5) Ett egenviarde dr positivt och det andra &r negativt, sa vi har
en sadelpunkt. Fér punkten (—v/2,1/2) far vi istillet egenviirdena

2
143 1+3
Ao = +2\fi < +2\[> — 2.

Dessa egenvirden blir komplexa, med positiv realdel. Vi far alltsa en instabil spiral i

(—v2,V2).

Genom att anviinda metoden med separation av variabler, 16s ekvationen
Ugpy = Ut, O<ax<m 0<t <400,

med randvillkoren
@(Ot):@(wt):o 0<t<+4o0
ox "’ Ox" "’ ’ ’
och begynnelsevillkoret

u(z,0) = sin® z, 0<z<m.

Tillimpning av variabelseparationsmetoden ger att u(x,t) maste vara pa formen

+o00 .
u(z,t) = Zan e "t cos(nw).
n=0

For ¢ = 0 blir det

sin?z = +ZOO an cos(nx), O<z<m.
Eftersom " L1
sin?z = 573 cos(2x),
blir ag = % och as = —%, medan alla andra a,, dr lika med noll. Losningen blir saledes
u(w,t) = 1o le*“ cos(2r).

2 2



Ett reningsverk har krav pa sig att inte sléippa ut vatten med en féreningsgrad (miitt
som mingd partiklar per liter) pa mer dn 5%. Tyvérr ér det sa att reningsverket inte
fungerar sa effektivt, utan utsldppsnivan blir istéillet 10%. Att investera i ny teknologi
for att na malet ar dyrt, sa den fiffige driftchefen kommer pa att han kan blanda ut med
rent kranvatten for att uppna sitt planmal. Han har en tank som rymmer 1000 liter, och
den &r redan fylld med 500 liter smutsvatten (10%-igt). Han fyller pa i konstant takt
med rent kranvatten, medan han i samma takt later vattnet rinna ut fran blandningen
(som omrdres hela tiden). Inspektionen kommer om 5 timmar, och da vill driftchefen
precis ha uppnatt malet om 5% utslipp. I vilken takt bor han alltsa hilla pa med
kranvatten?

Vi observerar att volymen smutsvatten &r konstant i tanken. Om vi later z(t) beteck-
na smutshalten i tanken, &r alltsa totala volymen smuts 500 z(¢) liter. Vi finner att
infinitesimalt

500dr = —cx dt,

dér ¢ betecknar hastigheten i ut- och inflédet (vilken vi skall bestimma). Detta leder

till differentialekvationen c

— o,
500

/

som har 16sningen
—ct /500,
3

z(t) =xpe
konstanten zy bestdms ur z(0) = 0.10. Vi far ¢ = 0.10, sa att
z(t) = 0.10 e~ °4/500,
Om vi méter tiden i timmar, krévs att z(5) = 0.05, vilket leder till

c=100In2 =~ 69,

i enheten liter per timme.



