KTH Matematik

Losningar tentamen 14 november 2006 i 5B1206, Differentialekvationer I

1. Vi soker y(z) som uppfyller vy’ = 22 + 2%y? och y(0) = 1.

Ekvationen ar separabel, den kan skrivas 7 + > = z2. Integration ger

arctany = %3 + C, dar C ar en konstant som bestams av villkoret att

y(0) = 1. Det ger arctanl = 0+ C, sa C = §. Da y(x) 16ses ut, fas

3 . .3 3
y(x):tan(%+§)7da—g<%+%<g7dvs—%<%<%.

Svar: Lésningen ar y(x) = tan(%3 +7),da — /2" << {28

2. Vi soker den allménna l6sningen till zy” — (2e 4+ 1)y’ + (x + 1)y =0, x > 0, da vi vet
att y;(z) = e® &r en l6sning.

Foér att anvénda reduktion av ordningen skriver vi y(z) = wu(z)y1(z) = u(x)e®. Det ger
y' = (u" +u)e® och y” = (u” 4+ 2u’ + u) ¥, Inséttning ger att ekvationen blir (z(u” +
2u" +u) — 2z + 1)(u' +u) + (x + Du)e® = 0. Eftersom e® # 0 ar det detsamma som
zu” —u’ = 0. Med v = u’ har vi alltsé ekvationen v’ —v =0, dvs (z > 0 ju) v/ — v = 0.
En integrerande faktor dr e~/ 7% = 1 och ekvationen kan skrivas (L1v)’ = 0, med 16sning
1y =0, dvs v(z) = Cz = u'(z), C en konstant. S& u(z) = C’% + ¢z och (med ¢; = §)
y(z) = u(x)e® = c1a%e” + coe®. Siledes Svar:

Den allménna losningen dr y(z) = ciz?e® + cae®, c1,2 godtyckliga konstanter.

3. Vi soker alla y(t) som uppfyller y” +y’ — 2y = 346(t — 1) och y(0) = 1,y’(0) = 1.
Laplacetransformering ger L{y(t)} =Y (s), L{y'(¢)} = sY (s)—y(0) = sY (s)—1, L{y"(t)} =
s2Y (s) — sy(0) —y'(0) = s2Y (s) —s — 1 och L{§(t — 1)} = e~*. Insiittning i ekvationen ger
s2Y(s) —s—1+sY(s) =1 —2Y(s) = 3e%, dvs (s> + s — Q)Y( )=(s=1)(s+2)Y(s) =
s+ 2+ 3e~*. Vi léser ut och partialbraksuppdelar, vilket ger Y(s) = -5 + g -
Eftersom L{e*} = -1 och L{f(t — b)U(t — b)} = e " F(s) (da b > 0, U &r Heavisides
stegfunktion) fas

Svar: y(t) = et + et~ U({t — 1) — e 2D Y(t — 1).

4. Vi soker x(t) som uppfyller x’ = (i _12> x = Ax och x(0) = (5)

Forst bestammer vi A:s egenvarden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen blir 0 =
det(A—XI) = |"* )\ |=(1=N)(-2-X)—4-1=A2+)—6, med lésningar A\; o = —1 +

\/(—3)? = (—6) = 2,—3. Motsvarande egenvektorer fis som losningar till (A — AI)k = 0,

dvs
for =2 (' 4] 8) e (He] §), vikan vilja egenvektorn ky = (1),
for Ao = —3: (§1 8) & (3819), vi kan vilja egenvektorn ko = ( Y).

Den allménna lésningen till ekvationen ges av x(t) = ), cikieMt = cikieM?t 4 cokoet?t =
c1 (1) e +eo (1) e Villkoret x(0) =1 (1) +c2 (L) =(2) ger e = 1,00 = —1, s

s W (1Y o 1\ _5  [e**—e 8
Svar: Losningen ar (1> e <_4> e = |e2t 4 ge-3t)

5. Vi soker konstanten a sa att f( )=x+aoch g(z) =2%+1ér ortogonala pa intervallet

[0, 1], dsz— (f,9) fo dac—fo (x4 a)(z? + 1) dac—fo 2> +ar? +x+a)de =
le—i— +1 +a—4—|— av11ketger
Svar: a——i

16°



6a. Vi soker en fundamentalmatris ®(¢) till systemet x’ = ((1) 3) x = Ax.

En fundamentalmatris har linjart oberoende 16sningar som kolonner, vi séker dem. Efter-
som A bara har 0:or under diagonalen ges egenvirdena av diagonalelementen, \; o = 1, 3.
Motsvarande egenvektorer fas som i uppgift 4, de ar k; = (}) och ko = (1). De ger linjart
oberoende 16sningar x;(t) = kel och x5(t) = koe3t, sa

t 3t
Svar: ®(t) = (e e3t> .

0 e 5 .
6b. Vi soker den allminna losningen till systemet x’ = < e

3

Vi anvénder variation av parametrar och skriver x(t) = ®(¢)u(t ), Vllket ger ekvationen

®(t)u'(t) = (26;), som ger u’(t) = (2;1% ), sdu(t) = (7;;2@)' Inséttning ger

_ t
Svar: Losningen x(t) = ( ( _';tt) € ) 4+ ®(t)c, c= (?) godtycklig, konstant.
- 2

7. Vi soker alla f(t) med f(0) = 0 som uppfyller f’(t) + fg e?“ f(t —u)du = 2(cost —sint).
Laplacetransformering ger L{f(t)} = F(s) och L{f'(t)} = sF(s) — f(0) = sF(s), medan
integralen ar en faltning, sa E{fot e f(t —u)du} = L{}L{f(H)} = F(s) Vidare

giller £{2(cost — sint)} = 2(23). Man far ekvationen sF'(s) + SizF(s) = 2;5;:1), dvs
%F(s) = 2§§;1), sa F(s) = (S 21%(521) 32131 — -1 (partialbraksuppdelning) och

Svar: f(t) = cost + 3sint — et

3

z'=1—2x
8. Visoker alla kritiska punkter och deras stabilitet for det autonoma systemet { , Y
y' =r—y

De kritiska punkterna &r I6sningarna till ekvationssystemet

1-— =0

Y . Den andra ekvationen séger att z = y3 och da
z—1y>=0

det sitts in i den forsta fas 1 = y*, s& (y reell) y = £1 och de

kritiska punkterna &r (1,1) och (—1,—1). For att linearisera kring

dem anvinder vi jacobimatrisen J(z,y) = (T’ __322 )

Fér (z,y) = (1,1), J(1,1) = (7' Z3), enda egenviirde A = —2.
ReX < 0, sa (1,1) &r en stabil kritisk punkt (en oegentlig nod).
Pss. J(—1,-1) = (1 13), egenviirden Ay » = —1++/5. ReA; > 0,
sa (—1,—1) &ar en instabil kritisk punkt (en sadelpunkt).

Svar: Kritiska punkter: (1,1) (stabil) och (—1, —1) (instabil).

9. I en kvadratisk platta, sidolingd =, dr temperaturen w(z,y). Stationdr temperatur,
sa den uppfyller Laplaces ekvation u,, + u,, = 0. Randvillkoren &r u(0,y) = u(z,0) =
u(m,y) =0, u(z,m)=1,da 0 < z,y < . Vlsokeru(ac Y). {X” YTy

X ~ Y

X(0) = X(7r) =Y (0)=0.
X" =-XX, X(0) = X(xr) = 0 har 16sningar (andra &n 0) precis d& A = n? n =1,2,...
De motsvarande l6sningarna ar w, (z,y) = X, (2)Y,(y) = ¢, sin nz sinh ny.

Superposition ger var allménna 16sning u(z,y) = >~ | ¢, sinnz sinh ny.

Koefficienterna c,, bestdms av det inhomogena randvillkoret u(z,7) =1, 0 <z < m, dvs
Zn 1cpsinnesinhnr =1, 0 < x < 7. En sin-serie, sa ¢, sinhnr = %foﬂ 1-sinnxdxr =

Variabelseparation: Losning av formen u(x,y) = X ()Y (y) ger

2 cosnz]™ _ 21-(=1)" O n ‘]amnt Insa 1

2 [_cosnz|™ _ 2 = . Insattning ger
P [ n ]O I n %7 n udda g8
Svar: u(z,y) = Yo, 20570 sinna Sony.

10. Funktionen f(z) dr deriverbar for alla x € R och y(x) = yo(x) 16ser y’ +ef @y = f'(z).
Vi soker en 16sning z(x) till 2’ + y§(x)z = yo(x).

Eftersom yg + e/ @y = f/(2), far man yo(z) = e /@) f/(x) — e /@ yl(x). Med 2(x) =
—e /(@) fas 2/ = e~ f ' sa detta z(x) 16ser den givna ekvationen.

Svar: En I6sning ar z(z) = —e—7(®),



