KTH Matematik

Tentamen onsdagen den 10 januari 2007 for BD, M, P m.fl.
5B1206, Differentialekvationer I

Skrivtid: 14.00-19.00

Examinator: Bengt Ek, tel 790 6951.

Tillatet hjalpmedel: ” Mathematics Handbook for Science and Engi-
neering” (BETA) av Rade, Westergren.

Uppgifterna 1-5 svarar mot var sin modul i kursen.

Av dessa uppgifter skall man bara 16sa dem som svarar mot moduler man inte
blivit godkédnd pa under kursens gang.

De bedéms med G (for godkéand) eller U (f6r underkénd).

Betygsgranser: Tentamen blir godkand om och endast om minst 4 av 5 mo-
duler ar godkanda.

Godkénd tentamen och 14-20p pa uppgifterna 6-10 ger betyg 5 A.

Godkand tentamen och 11-13p pa uppgifterna 6-10 ger betyg 4 B.

Godkand tentamen och 8-10p pa uppgifterna 6-10 ger betyg 4 C.

Godkénd tentamen och 4-7p pa uppgifterna 6-10 ger betyg 3 D.

Godkénd tentamen och 0-3p pa uppgifterna 6-10 ger betyg 3 E.

3 godkédnda moduler (men inte 4) ger "betyg” K Fx (rétt till komplettering).

For att ge full poang maste l6sningarna vara ordentligt motiverade.
Ange vad inforda beteckningar som inte ar standard star for.

1. Finn alla kritiska punkter och avgor deras stabilitet for differentialekvatio-
nen

y' = ((2)* — (arctany)?)e’.

2. Differentialekvationen
22y" =2y’ + 2y =0, x>0,
har en 16sning y;(x) = z. Bestdm den allminna 16sningen till ekvationen

22y" = 2ay' + 2y = —x, > 0.

3. Lat y(t) vara den 16sning till differentialekvationen y” + 3y’ + 2y = §(t —4)
som uppfyller begynnelsevillkoren y(0) = 3, y'(0) = 5. Vad &r y(5)?
d(t) ar Diracs deltafunktion.

4. Formulera den icke-linjara andra ordningens differentialekvationen

" —z(x")? +sinx =0

som ett plant forsta ordningens autonomt system och finn alla det systemets
kritiska punkter.

5. Finn (fourier-)sinusserien for funktionen f(z) =e™*, 0 <z <.

Vad konvergerar serien mot da x = 32—”?

V.g. vdnd!



6. (4p) Tva bassénger innehaller (salt)vatten, vardera med volymen V' (liter).
Méngderna salt i dem vid tiden ¢ &r x;(t) respektive z5(t) (kg).

Till basséng 1 fors sdtvatten med flodet r (1/min), fran bassédng 1 fors (fullstdndigt
blandat) vatten till basséing 2 med ett lika stort fldde r och fran basséng 2 flodar
(fullstdndigt blandat) vatten ut, ocksa det med flodet r.

Vid tiden ¢t = 0 &r méngden salt i bassdng 1 a (kg), medan bassédng 2 innehaller
rent sétvatten, dvs x1(0) = a, x2(0) = 0.

Hur mycket salt finns i varje basséng néar de innehaller lika mycket, dvs vad ar
x1(to) da to ar sadant att z1(tg) = x2(to)?

7. (4p) Begynnelsevardesproblemet
x2
y, = 3y2+1
y(0) = —1
bestdmmer y(x) for alla z. Finn z( sa att y(zo) = 1.

8. (4p) Finn alla kritiska punkter for f6ljande autonoma system och bestdm
for var och en av dem (om mojligt) dess typ och avgor dess stabilitet.

' =x(r+y+1)
y'=1—-2>—y

9. (4p) Finn u(z,t) som uppfyller

%—FUZ%, t>0,0<z<m,
uw(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = sin 3z, 0<z<m.

10. (4p) Funktionen Jy(t), en s.k. besselfunktion, &r en 16sning y(¢) till

ty//+y/+ty:0
y(0) =1, y'(0) =0

Visa att dess laplacetransform ar
1
L{Jp(t)} = —.
(1)} = ——

Utan bevis far anvéndas att lims_, sY (s) = y(0) = 1.

Lycka till!

Losningar kommer att ldggas ut pa kurssidan.

En kompletteringsskrivning kommer att ordnas for de nastan godkanda.

Information om tid, om sal och om vilka som far chans att komplettera kommer
att finnas pa kurssidan.



