Tentamensskrivning i Differentialekvationer I, SF1633(5B1206).
Torsdagen den 23 oktober 2008, kI 0800-1300.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 ar avsedd for betyg E och omfattar 4 uppgifter.

For betyg E kravs 4 godkdnda moduler.

Del 2 ar avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.
For betyg A kravs forutom 4 godkanda moduler aven 15 poang pa del 2.
For betyg B kravs forutom 4 godkéanda moduler aven 11 poang pa del 2.
For betyg C kravs forutom 4 godkanda moduler aven 7 poang pa del 2.

For betyg D kravs forutom 4 godkanda moduler aven 3 poang pa del 2.

De som har registrering pa 5SB1206 erhaller betyg enligt nedan.
Tentamen ar tvadelad.

Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 4 uppgifter.

For betyg 3 kravs 4 godkdnda moduler.

Del 2 ar avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poang.
For betyg 4 kravs forutom 4 godkanda moduler dven 8 poang pa del 2.
For betyg 5 kravs forutom 4 godkanda moduler aven 14 poang pa del 2.
Uppgifterna 11-15 ger 4 poang vardera.

Del 1
Modul 1.
1 dP
I en populationsmodell ar den relativa tillvaxthastigheten, ——=——, som funktion av antalet djur, P(7),
P(t) dt

summan av tva termer. Den ena ar en positiv konstant, a , och den andra termen &r proportionell mot antalet djur med
proportionalitetskonstanten b . Stall upp en matematisk modell for ovanstaende.

Lat konstanterna darefter vara 5000 respektive —1 .

Bestam populationen som funktion av tiden f da den vid tiden 0 ar lika med 1000.

Losning:

Lat populationen vid tiden ¢ vara P(t).

1 dP dpP
Differentialekvationen blir sz a+bP(t) , o= aP+ bP2 .

dP
Med de givna konstanterna insatta erhalles d_ =5000P — PZ .
1

Differentialekvationen &4r av Bernoulli typ( den ar dven separabell).
2 -1
Vi omformar differentialekvationen: P d_ =5000P  -1.
1
L dP
P —.

dt dt

dz dz
Insattning ger: — d— =5000z—-1, 7 + 5000z =1, vilken &r linjar med konstanta koefficienter.
t ¢

,dz
Siatt 7= P 1, —_=—

Dess losning erhalles som allman homogen 1osning plus en partikularlosning.

- 1 Ae™ +1 5000
Vierhiller z= Be " + 5000 = 5000 . Populationen ar P(t) = m.
5000
Villkoret ger vardet pa konstanten: P(O) = m =1000, A=4.
o 5000
SVAR: Populationen ar P(t) = m.

Modul 2.
Bestim y(g) dy” +4y= 66(t—%) och y(0) =1 samt y'(0) = 2.

Losning:
Laplacetransformera :

——

sY (s) —sy(0) —y'(0) + 4Y(s) = 60e *



Insattning av villkoret ger:

ya
(s +4)Y(s)=s+2+6e *
Los ut den obekanta funktionens Laplacetransform

2 2 s
Y(s) = -+ +3 e’
) sP+4 S+ 4 5 +4

Atertransformering ger:
¥(1) = cos2r +sin2 1 +3U(t ~Z)sin 21— 7)

Det sokta funktionsviardet blir

b T T T T
—)=cosT +sint +3U(———)sin2(———)=-1+0+3=2
y(2) (2 4) (2 4)

T
SVAR: Det sokta funktionsvardet blir y(E) =2.

Modul 3.
Bestim u(X,y) saatt 5 +—=u och u(x,0)= 3¢ +5¢7 .

dy
Losning:
Vi anvénder variabelseparation. u(x,y) = X(x)Y(y) .
Insattning i differentialekvationen ger: X’ (x)Y(y) + X(x)Y'(y) = X(x)Y(y).
Dividera med X(x)Y(y) .
Y@ Yo

X(x)  Y(y)
% = —%+1 =konstant = A

Vi far ett system av ordinara differentialekvationer vars losningar vi skriver upp.
{X'(x) X(x)  [x(0=ae™
Y'(y)=01-2)Y(©) TY(y):Be(l_My

B (-R)y _ . Ar+(-Ay

Vi far u(x,y)=(AB) ze foralla A .

—2x
Vid hinsyn taget till villkoret #4(x,0) = 3e" +5e " bildar vi foljande linjarkombinationer av losningar.

o AxH 1Ay | Ax+(1=Ay,)y
u(x,y) =cye +cp,e

Insattning av villkoret ger:

ez, M +c,12e12x =u(x,0) =3¢" + 5e7

En direkt identifiering ger A; =1, ¢} =3, A, =-2, ¢}, =5 .
—2x+3y

Vi far u(x,y) =3e” + 5e

SVAR: Den sokta losningen ir u(x,y) =3e” + 57

Modul 4.

1 1
Sok allmanna losningen till X '=AX, dir A = . Vad #r hastighetsvektorn da X = \ ?
4 1) —4)
Avgor aven en partikels ode om den vid tiden £ = 5 befinner sig i punkten (-2,4).
Losning:
Vi borjar med att bestimma egenvarden och darefter egenvektorer till matrisen A.

0= det(A—Al)= =(1-A) =4=(1-A+2(1-1-2)=B-A)-1-21)

4 1-2
Egenviérdena blir 2’1 =3, 2’2 =—1 . Bestam motsvarande egenvektorer K , diir (A — AI)K =0.
A,=3
-2 1 \
4 -2)

A, =1

1
K=0 K=k, 2), k €R.



2 Do k=t '), K er
4 25T T ) R

Motsvarande losningar blir:

)

=3 -x=¢0] A=t x,=e| |
AM=3 X =e 2) Ay =-1 X, =e -2)

Den allmanna losningen erhalles som linjarkombinationer av Xl och Xz-
X=eX teX, zee| Naee] W)=l € <)
=c +c =ce +c,e =

142 T Ay 1 2) 2 _2) 203 et C2)

1 \ 1 1\ 1 \ —3\
Hastighetsvektorn X" =AX for X = _4) blir X’ = 4 1) _4} = 0 }
h
Observera att punkten (—2,4) ligger pa den rita linje vars riktningsvektor ges av 9 )

Da t vixer gar partiklen mot origo.

s 1 1 e e ! ¢, \

. 3t —t

SVAR: Den allminna losningen X = ce +c,e = .
2) _2) e’ C2)

e 2
, (-3
Hastighetsvektorn X' = . Partikeln gar mot origo da f vaxer obegrinsat.
0)
Del 2
11. Ar foljande pastaenden, a-c, sanna eller falska? Motivera!
dy 2 4— y2
a) Differentialekvationen E = 4—2 har reella losningar i omradet {(x,y):l x | <2, | y | >2}.
—X

2
b) Lat y = D(x) vara en losning till differentialekvationen y "+ y +4=0.

Vidare gar losningskurvan genom punkten (1, 1) Da gar samma losningskurva dven genom punkten (3, 4)

y
3 , y(O) = 0 har ej entydig losning.
d) Bestam ett virde pd X () sa att grafen till losningskurvan for begynnelsevirdesproblemet y "+ 2y =3x-6, y(xo ) =0

¢) Begynnelsevirdesproblemet y = 3y

tangerar X -axeln i punkten (x 0 ,0) . Bestam darefter begynnelsevardesproblemets losning.
Losning:

a) Falskt, ty V.L.= 0 medan H.L.<0.

b) Falskt, ty y' = _y2 — 4 < ( innebir att losningen 4r en avtagande funktion.

Denna kan inte ga genom punkten (1, 1) och punkten (3, 4).

¢) Sant, ty tva losningar ges av y=0 och y =x°.

d) Grafen till I6sningskurvan tangerar X -axeln i punkten (x 0 ,0) da y'(x(,0)=0.
Insattning i differentialekvationen ger: 0 +0 =3 Xo—6, xp=2 -

Den givna differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen .

Den allmanna losningen erhalles som summan av allmanna homogena losningen och en partikular 1osning.
Den allménna homogena losningen ges av y;, = Ce

For att erhélla en partikularlosning gor vi ansatsen y, =ax +b .

Inséttning i differentialekvationen ger: a +2(ax+b) =3x—-6 .

Identifieri {xl 2ld=3 “Z% , xS
entifiering ger: { | , LYy =——
ra+2b=-6 —(—6—3 _15 4
X a b=(-6-3)/2@ -1
= 6x—15
Allmanna losningen ges av: y = Ce 2x x4 )
12—-15 3 3 4 6x—15

Bestam konstanten. Villkoret ger 0 =ce™ + T C= Ze4 , y:ze4 z +_x4 .

3 4-2¢ 6x-—15
SVAR: a) Falskt, b) Falskt ¢) Sant d) xy =2 och yzze +T .



12. Den allméanna losningen till differentialekvationen xzy” + bxy' +cy= f(x) , x>0
gesav y = sz + Bx - + x4 . Bestam differentialekvationen.
Losning:
Den givna losningen bestar av tva delar.
Den allmdnna homogena losningen Yh = sz + Bx_z och en partikularlosning Yp = x4
Vi utnyttjar forst de homogena losningarna for att bestimma konstanterna darefter kan f(x) bestimmas.

(yl =x? : x24bx2x+x?=0
Insattning av de tva losningarna i den homogena differentialekvationen ger: 1 2 2, 4 3 5 .

Yo =X x“6x7 +bx(2x7)+cx°=0

2+2b+c=0
6-2b+c=0
Vi far differentialekvationen f(x)= x’y”[F3y’[34y . Det iterstar att bestimma funktionen f(x).
Insattning av partikularlosningen ger detta.
Vifar f(x)= C12x 4 xdxd —axt =12t
SVAR: Den sokta differentialekvationen ar xzy’ +xy —4y= 12x* .

Vi erhaller systemet: { vilket har losningen b =1 c=—4.

13. Ett tvadimensionellt hastighetsfalt beskrivs av systemet

] dt
| & _ oy
dt
Undersok de kritiska punkternas karaktér det vill siga undersok stabilitet/instabilitet samt ange typ.

Losning:
Vi bestammer forst de stationara(kritiska) punkterna, dér ar hastighetsvektorn lika med nollvektorn.
Direfter linjariseras systemet med hjalp av Jacobianen.
De stationara punkterna insattes i Jacobianen och vi erhaller konstanta matriser vars egenvarden bestammes.
Vi undersoker det linjara systemet med avseende pa stabilitet/instabilitet samt typ.

0=x+ y2 -2 .
Systemet 0?2 har losningarna (1,1), (1,-1), (-1,1) och (-1,-1).

2x
Jacobianen J = ( ) \ . Inséttning av respektive punkter ger.
\2x -2y)

J(1 1)—( 2\—A vars egenviarden fas ur ekvationen 0 = P-4 =—4+ ),2—4 A —+J§
Y2 2) 8 =l 2 ooaf s g =%
Skilda reella egenvarden ger sadelpunkt, vilken &r instabil.
2 2 2 — 2
J(l,—1)=(2 2J=B,Vars egenviarden fas ur ekvationen 0=| 5 2_;t|=(2—/l)2+4 , Ao =2%£2i

Komplexa egenvarden med positiv realdel ger instabil spiral.

( -2 2 \ B . ) 2 -2 2 2 )
J(—1,1)=k_2 _2)=C,Vars egenvirden fas ur ekvationen 0 = o a-a =Q+A) " +4, A ,=2%£2i
Komplexa egenvarden med negativ realdel ger stabil spiral.

2 - —2-1 2
J(-1,-1)= (_2 ) } =D, vars egenvirden fas ur ekvationen 0 = ‘ 5 5 l‘ =4+1* -4, )*1,2 = i\/g

Skilda reella egenvarden ger sadelpunkt, vilken &r instabil.

Detsamma galler aven for det icke-linjara systemet.
SVAR: (1,1) sadelpunkt, vilken 4r instabil. (1,-1) instabil spiral. (-1,1) stabil spiral. (-1,-1) sadelpunkt, vilken &r instabil.

14.a. Lat f(t) vara styckvis kontinuerlig pa [ (), 00) av exponentiell ordning och periodisk med perioden T.
Hirled f :s Laplacetransformation F(s)= W J‘OT e f(#)dt utgaende fran definitionen pa Laplacetransform.
b. Begynnelsevirdesproblemet y” +y=® e @), t>0, 0)= y'(O) = ( beskriver en svingningskrets med en
och (I)S(l+ 2e)= (I)g(t),

1,0 <t<e
hogfrekvent insignal [)] € (t) namligen fyrkants-vagen @ .(¢) =

0, e<t<2e



dar € ar ett litet tal.
Losningen y(t) berorav €, y(t) =Y, (t) . Bestam gransfunktionen Yo (1)= lim Ve (1) .
£—> O [T
Ledning: Gransovergangen kan med fordel goras pa Laplacetransformsidan.
Losning:
a. Laplacetransformen definieras som F(s) = J.e_” f(adr.
0

Dela upp integralen i tva delar och gor darefter en substitution.

) T )
F(s)= fe‘“ f(@o)dt = J ¢ e+ je‘” F@t)dt (1)

0 0 a

I den senare integralen gors substitutionen u =t—7, du= dt.

J:_S'f(t)dt = _[:‘S( D fuTydu = e_ST.r;_ U fu+ Tdu={fu+T)= fu)} = e‘STI ¢ fdu =T F(s)

T 0 0 0
T_ _ 1 T_
Inséttning i (1) ger F(s) = J.e Stf(z)dt+ e STF(S) .Losut F(s). Vifar F(s)= 1—,STJ.6 Stf(l)dt . VSV.
0 —e 0

b. Vi Laplacetransformerar differentialekvationen.
2 ’
sTY(5)=5(0) =y (0) +Y(s) = L{® (1)}

1 -~ 1 J“S st 1-e™%¢ 1
LD, (¢ =—J. e D .(Ndt=——==| e ldt= =
te.m) 1-e72€ Jo eOdr=1—" s(l—e™%)  s(1+¢™%)
. 2 1
Inséttning ger s” Y (s) +Y(s) = —————— .
g8 (s)+Y(s) 1o
Los ut Y(s) och gor darefter den aktuella gransovergangen.

1 1 1 11
S ), €—0
+1

%— =
+e S (s2+D)s  2(sP+Ds 25 s2

11 1
Yo(t)=L I[E(E_ﬁn =5(1 —cost)

1
SVAR: a. Se ovan b. y,(7) :5(1 —cost) .

Y(s)= 1

15.a. Vad menas med att tvi funktioner &r ortogonala pa ett intervall 0 < ¢ < L
b. Undersok om foljden {1,@05[,508 2t,[dos 3t,....,cos nt,...} ir ortogonal pa intervallet 0 < ¢ < 7.

c. Utveckla den reellvirda funktionen f pa intervallet O < ¢ < 7T i ovanstaende foljd.

” 2
d. Bestam med hjalp av ovanstaende J.O (f(l‘ )) drt.
Losning:
L
a. Tva funktioner f och g &r ortogonala pa intervaller 0 <7 <L da J f(g(t)dt=0 .
0

sin Tt —sin 0

T
b. Vi far chos nidt = 0 och
0

. . 1/si _ Zsin0 i —sin0
Jcosmtcosntdtz'[ %(cos(m—n)t +cos(m+n)t)dt ={m¢n}5(sm(m T sin +sm(m+n)7r, S ij.
0 0

m—n m+n
Foljden 4r ortogonal.

c. Vi ansitter f(f) =c- 1+ 2 dn cosnt .
n=
T 1 T
Integration over det aktuella intervallet och utnyttjande av ortogonaliteten ger foljande resultat .[ fdt=cmn, c= = J. f(odr .
0 0
Multiplicera ansatsen med cosmt och integrera over det aktuella intervallet.

T J'“ 1+ cos2mt

T
. . b
Utnyttjandet av ortogonaliteten ger J f(®cosmtdt = am.[ cosmtcosmidt = a,, > dt=a, 7
0 0 0

2 T
Vifar a, =;J.f(t) cosntdt ,
0

d. J:(f(t))zdt = '[On(c.l +Z::1 a,cos ntj(c. 1+ Z::Iam cosmt]dt

T
Ortogonaliteten ger att de enda bidrag som erhalles ar vid J dt och
0



T oo -
-[0 (anl Gn COSnl)(Zmzlam COSmtjdt dam=n .
i fa ’ 2dt = ¢ E <2
view [[(f0) dr=cn+ T3 a.
o | on -
SVAR: aochbseovan.c. f(f)=c-1+ 2 a,cosnt ,c= —'[f(z)dt , a, :—J.f(t)cosntdt,
n=1 Jg s

T 5 ) . B .
d JO (f@)) dt=c Tc+52n:lan _



