Tentamensskrivning i Differentialekvationer 1, SF1633(5B1206).
Webbaserad kursi differentialekvationer |, SF1656.
Torsdagen den 8 januari 2009, kI  1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |6sningarna pa ett sddant sitt att berakningar och resonemang &r | 4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1 &r avsedd fér betyg E och omfattar 4 uppgifter.

For betyg E krévs 4 godkdnda moduler.

Del 2 & avsedd for hdgre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.
For betyg A kravs forutom 4 godkéanda moduler dven 15 poang padel 2.
For betyg B kravs forutom 4 godkanda moduler &ven 11 poang padel 2.
For betyg C kréavs forutom 4 godkanda moduler &ven 7 poang padel 2.

For betyg D kravs forutom 4 godkéanda moduler dven 3 poang padel 2.

De som har registrering pa 581206 erhaller betyg enligt nedan.
Tentamen &r tvadelad.

Del 1 &r avsedd for betyg 3 och omfattar 4 uppgifter.

For betyg 3 krévs 4 godkédnda moduler.

Del 2 & avsedd for hdgre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 podng.
For betyg 4 kravs forutom 4 godkanda moduler dven 8 poang padel 2.
For betyg 5 kravs forutom 4 godkéanda moduler dven 14 poang padel 2.
Uppgifterna 11-15 ger 4 poéng vardera.

Del 1
Modul 1.
| en befolkningsmodell for ett samhélle antas att hastigheten varmed befol kningsmangden, P(t) , forandras & beroende av differensen

mellan fédelse- och dodshastigheten.

Fodel sehastigheten & proportionell mot befolkningsmangden medan didshastigheten &r proportionell mot kvadraten pa
befolkningsmangden. Stéll upp ovanstdende modell i form av en differentialekvation. Analysera darefter modellen kvalitativt med
proportionalitetskonstanterna lika med tre och ett i némnd ordning.

L&sning:
dpP
Den skta modellen bir: —- = kP - k,P? dar P3 0.

dP
Infér de givna vardena pa konstanterna K, =3 och K, =1 pry =3P- P*=P(3- P).

Vi bestdmmer férst de stationara lésningarna och analyserar dérefter |6sningarnas uppférande for olika startvarden.
Vi & intresserade av |angtidsbeteendet.

De stationdralésningarmagesav: P, =0och P, =3.

: P>3p d—P <0P P(t) a avtagande

. dt

Vi erhdller: | dp
¥0< P<3p o >0pb RAt) ar vaxande.

Dettainnebar att vi erhdller ett stabilt jamviktsiage P = 3.
Efter |&ng tid kommer befolkningsméangden att varalika med 3.

dP .
SVAR: Den sbkta modellen ges av: o =Kk,P - k,P? dar P3 OochlimP(t) = 3.
@ ¥
Modul 2.
Lés differentialekvationen Y @+ 9y = f(t) ,dar f(1)=9 , 1 £t £2 ochnoll fér évrigt
vidare skall begynnelsevillkoren Y(0)=0 och Y & 0)= 3 varauppfylida
L 6sning:
Laplacetransformera differential ekvationen: $%Y (s)- sy(0)- y«0) +9Y(s) = F(s).
3 F(s)

—_— =
s?+9 §+9
For bestamning av hogerledets Laplacetransform anvander vi dess definition.(Heaviside gar ocksa bra.)

¥ P -
F(s) = L{f(t)} = ¢F(t)e" ~dt=pe ~dt= —

0 1

Inséttning av begynnel sevillkoren ger Y(s) =



3 +9(e‘s-e‘23)_ 3
s°+9  s(+9) S+9

Den soktaldsningens L aplacetransform & Y () =

“(e7 - e

Atertransformering ger oss vér soktaldsning: Y(t) = sin3t+U (t - 1)(1- cos3¢- 1))- U(t- 2)(1- cos3(t - 2)).

Har ar U(t- @) Heavisidefunktionen.

SVAR: Den soktalosningen & y(t) = Sin3t+U (t - 1)(1- cos3¢- 1))- U(t- 2)(1- cos3(t - 2)).

Modul 3.

Uttryck den 27T -periodiska funktionen f i enfourierserie @af(t) =t - n<t<m.
n
Bestédm med hjép av denna fourierserie summan a (G 1)
n=1
L 6sning:
Funktionen f & en jamn funktion. Fourierserien & paformen % + é a,cosnt .
n=1
Fourierserien finns tabulerad i BETA (4:e uppl agan) 13.1 under speciellafourierserier, nri3.
2 n
Vi tilldelar funktionen f fourierserien f~? +4a C ])
n
n=1

cosnt .

X n
[o]
| kontinuitetspunkter & 2= +4a ¢ 2 cosnt .

Vid b&stamnlngavsumman sétter vi |n ett l[ampligt t-vérde. Vaj t=0
I n?

2
9 _io _n (-y"
Daerhall%O-?+4a—2 ,a 2
n=1 n=1
SVAR: t? ~n—2+4 ¢ J)n cosnt och g
3 c':ll v c’il1
= n=

a
N

(- 1)”
n? 12°

Modul 4.

%_a@x(5- x-¥)s
eyw ey(-2+x) o
Klassificera de eventuellakritiska punkterna med avseende patyp och stabilitet.

L 6sning:
| de kritiska punkterna & tangentvektorn lika med nollvektorn.

6 _gx(5 X- Yo _
€0 éy(-2+x) @
Detta har I6sningarna (0,0), (5,0)och (2,3).

For att klassificera dessa punkter anvénder vi oss av Jacobimatrisen i den aktuella punkten.
o f _65-2x-y -X 9

Bestém alla kritiska punkter till systemet %

Vi erhdller foljande system f(x,y).

Jacobimatrisen ar lika med

I(xy) € 'y -2+ %0
Vi sétter in de tre kritiska punkterna och erhller darvid féljande matriser.
(0,0)
06
=¥ . Egenvérdena &r reella och med olika tecken.

e0 -2¢
Den kritiska punkten &r en sadel punkt och dérmed instabil.
(5,0

5 -

B=Y% . Egenvérdena ar reella och med olika tecken.

e0 3o
Den kritiska punkten &r en sadel punkt och dérmed instabil.
(2,3

2 -2

_? 0. x - _'2'7\ '2_ 2 _ 2
C= . Vi tecknar egenvérdena: 0 = det(C - Al) = 3 k—?x +2M+6=(A+1)" +5.

e3 O0g



Egenvérdena & komplexa och lika med )\1 5 =" 1+ i\/g . Den kritiska punkten & en stabil spiral punkt.
Det linjara respektive det icke-linjara systemet uppfor sig pa samma sétt i dessafall.
SVAR: Kritiska punkter: (0,0)och (5,0) & sadelpunkter och instabila, (2,3) & en stabil spiralpunkt.

Del 2

11.

a) L& Y = Y1(X) varaenicke-trivial 16sning till differentialekvationen y ¢+ P(X)y =0.
Harled en partikul arlésning till differentialekvationen Y ¢+ P(X)y =f(X) .

b) Bestam en kontinuerlig I6sning till begynnelsevardesproblemet Y ¢+ P(X)y = 4x , y(0)=3,

i 2, 0£x£1l
o P(X)_I- 2 X >1 .
1 x

:)G\S/ri“:\n:sﬁtter Y = Y1(X)Z(X) och siter ini den inhomogena differential ekvationen.
vifar yf(x)z(x) +y1(X)z&x) + P(x)y1(X)z(x) = f(x). y1(x)z&x) + (yf(x) + P(x)y1(x))z(x) = f(x).
Y = Y1(X) & enlosning il differentialekvationen Y ¢+ P(X)y = Ovilket leder till att Y1(X)z&X) =f(X).

X) f(x)
Vi far z€X) = . Integreramed avseende pa X : Z(X) = dX +A.
) 1(x

y1(X

Den allménnaléeningen gesav Y = Y1 (X)Z(X) = yl(x)(qfl(TX dx +A) Ay () + v 002

1(X )
L 00
n partikulrlosning gesav Y = Y7 (X) ) dx.

b) Differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen och den |6ses med hjalp av integrerande faktor.
jyet2y=4x , OE£xE1

Vi skriver forst om differential ekvationen: i 2 .

-T-ytl‘r —y=4x, x>1

ie*™ | Ex£1
Multiplicera med integrerande faktor, vilken ges av I' 1
Pl ,X>1
tx2
1ye™ + 26y = 4xe® | 0Ex£1 1(ye™)e=4xe?* , 0ExXE£1
Vifar | Lo21 1 eller | 1 :
i -——=y=4x— , x>1 ¢—4— , Xx>1
fy X X X2y X %( 2)
=2xe?*-e®+C,, 0 ExEl
Integrera med avseendepax i1
%yﬁ—4lnx+c2 X>1
Villkoret y(0) =3 ger tillsammans med ekvationen ye?* =2xe?* - e® +C, att C, =4.
ly=2x- 1+ 4e % , OEx£1
Insdttning ger: . Det &terstdr att bestamma konstanten C,.

fy%:4lnx+c2 ,X>1

Kontinuerlig 16sning sbktes och kontinuitetsvillkoret ger: 2x - 1+ 4¢ 2 X g=1= X (4In X+ G)|x=1-

Konstanten blir C, =1+ 4€ ?och den soktalosningen blir |I,y=2x -1+4e”  ExE1

Ty= (4l +1+4e?) x>1
SVAR: @) Seovan.

1v= - 2X
b) Den soktalosningen & ¢ Y = 2X - 1+ 48 , EXEL

Ty=x(4Imx+1+4e?) x>1

0%u 1au 1 9%u
12. Bestam allalésningar p&formen U(r,0) = R(r)Q(0) till differentialekvationen e +? o +FW =0,

i defall dar "r-ekvationen" har 16sningar paformen Cr” | p en redll konstant.



L 6sning:
Vi anvander variabelseparationsmetoden. Sét: U(r,0) =R(r)Q(0).

Inséttning i differentialekvationen ger: R®&r)Q(0) + % RAr)Q(0) +r—]; R(r)Q#6) =0.

r’ | r’RAr) L IR Qu(®) _ 0.
R(NQ®) RN  R(r) Q)
L) +IR&D _ QRO) konstant = . .

RN R Q(6)

Den partiella differential ekvationen dvergér i ett system av ordinara differential ekvationer.
1 PREr)+ rREr) - AR(r)=0

|

T1Qw®0)+AQ(06)=0

Vi behandlar detrefallen: A >0 ,A =0 resp A<O.

A>0,A=u’ ulR

1 PREr) + rREr) - u?R(r) =0

|

1QHO)+u*Q(6) =0

Vi bestammer férst [6sningar till “r-ekvationen*. Satt: R(r) =r”.

Ingittning ger: T2p(p - D2 +rpr”* - ur" =0, (p°- u’)" =0, p=4u.
TR(r)=Ar"+Br"

Systemets |6sningar blir: | . .

71Q(8) =C,cosub + D, sinud

u(r,0) =R(r)Q(8) = (A,r* +B,;r'*)(C,cosud +D,sinub).

Multiplicera med

A=0
j FRA(r)+ R&r) =0
1Q®6)=0

Vi loser "r-ekvationen”: (TR&r))¢=0 , rREr)=A, R((r):é, R(r) =Alnr +B.

Den erhdlInalésningen & € pa onskad form.

7\'<O)7\':-M2’ MT R

i PRr) + rREr) + u’R(r) =0

|

1Q¥0)- u*Q(6)=0

Vi bestammer forst sningar till “r-ekvationen”. Sétt: R(r) =r°.

Inittning ger: 1°p(p - Dr* > +rpr"t +u’rP =0, (p° +u’)r’ =0, p= i .
Ger inget bidrag till [6sningarna, ty [0 skall var reellt.

SVAR: De stktalosningarnaar paformen U(r,0) =R(r)Q(6) = (A,r" +B,r'*)(C,cosud +D,sinub).
Aven linjarkombinationer av dessaldsningar & 6sning till den givna differential ekvationen.

13.a. Hérled en partikularldsning till det linjarasystem X ¢= AX + F, d4 en fundamentalmatris gesav F .

o -1, BL0 <
b. Bestam allmannaldsningen till systemet X ¢= o1 'Olgx +ccost+,dd - =<t< E
e 0@

L &sning:
a Vi utgér frén den allménna homogena |sningen, vilken kan skrivas: X = FC, C & en konstant vektor.
En partikul &l 6sning anséttes som: X s FU,dar U & en tidsberoende vektor.

Inséttning i systemet av differentialekvationer ger: F ®&J + FUC=AFU +F.



Kolonnernai fundamentalmatrisen F  bestér av linjart oberoende |6sningar till det homogena systemet.
Dettainnebér att varje kolonn uppfyller det homogena systemet och séledes uppfyller d&ven fundamentalmatrisen detsamma

med andraord galer att F ¢= AF .
Vierndlleedd AFU+ FUC=AFU+F ,FUC=F.Lssut UG

Multiplicera med fundamentalmatrisensinvers. Den existerar ty det F 1 0. Vi erhéller U¢= F'F.
Integration ger: U = ¢ ~'Fdlt. vi har erhdllit X | = F¢F “'Fdt.

b. Vi bestammer forst tvalinjart oberoende |6sningar till det homogena systemet och anvander darefter variation av parametrar, se a.,
for att bestdmma en partikul&érlésning till det inhomogena systemet.
Den allménnaldsningen & summan av allmanna homogena [sningen och en partikul &rldsning.

-15
el 0@

For att erhéllalésningar till det homogena systemet bestammer vi egenvardenatill matrisen A =

0=det(A- M)=|

-1 . _
=N +1, A=+,
-\

Vi har erhdlit komplexa egenvérden och bestammer d& en komplex egenvektor.
Bestam en egenvektor till egenvardet A =1 .

eel -1y 15 -
Vi sdker icke-trivialal6sningar till systemet 2 . V=0, vikagesavv=r3¢ . ,nlR.
el -ig e-ig

o}
En komplex l6sning & Z = e'tgall .

Realdel respektive imaginardel av den komplexa lésningen ger oss tva linjart oberoende | Gsningar.

e g Gl
Vi omformar den komplexalosningen: Z = (cod +isint){ E‘é + IE:E :
1€0g e-1

geosty sint
ReZ =% . ochImZ =% &r tvalinjart oberoende |6sningar till det homogena systemet.
esint g ostg

ost sint g

Variation av parametrar innebar att vi behdver en fundamentalmatris F = .
esint - costg

el j
En partikul &l 6sning erhalles som Xp = Fd: _1(;COSt—:d'[.
e 0o
., @sost sSintg _laeio \ael O = t g
Inversenblir F =% . (F “ccostudt = (psint=dt =§ -
esint - costg N — e- In|cost|@
e0 g €cost 9

_gecost - sintIn|costlg

P étsint + costIn|costle
ost sint g gdecost - sintIn|cost|g
+ 0

Den almannalosningenar: X = ¥ . Y i
esint -costg  etsint + costIn|cost|a

SVAR: a Seovan.
ost sint g akcost - sintIn|cost|y
+ -

b. Den alménnalésningenar: X =¥ . v
esint - costg  etsint + costln|cost|e

i2

',— ,aEtf£a+h
14. Harled utgdende frén definitionen L aplacetransformationen fér funktionen f, (t) = h

70

t<a, t>a+h
Benamn denna transformation L{fh (t)} L& h® O, dvsbestam gransvardet I|m L{ fh(t)} :



L6s slutligen begynnelsevardesproblemet Yy @+ 4y¢+8y =f(t) , y(0)=0, y&0) =2 ,daf(t) = r!im fh(t).
®0

L 6sning:

Insdttning i Laplacetransformationens definition ger:
¥ ath a+h -sa

L{fn®} = ¢g Sn(d)t = e s %dt :[e'St %h = i(e' sa_ g gath)y_ 2% 1- ¢
0 a i a

Nu 6ver till gransdvergangen och har anvander vi MacLaurinutveckling av exponential funktionen.

] _ 2e S
) = jim
h® 0

. _1: Ze-sa 2 T - Sa
limL{ f,(0} = im=—a@-e (L- @+ (-sh)+h’H(h) =lim2e” =1 +hH ()
lim L{f ()} =2¢ =
Am {fn(t)}
L aplacetransformera differential ekvationen:
Y (9)- sy(0)- y&0) +4(sY (9 - y(0))+8Y(s) = 2 2
Insdttning av begynnel sevillkoren ger:
2 2 .

Y(s) = +

©) s° +4s+8 S°+4s+8
Kvadratkompl ettera ndmnaren.

2 2 -
Y(s) = — + —e 3
(s+2)"+4 (s+2) +4
Atertransformera:

y(t)=e 2sn2t+U(t- a)e 2t D sn2(t- a)

e S shy | _ oS
). Jim L{fn(t) =2€ >,

svAR: L{f,, (1)} = 2 (1- e

sh
y()=e 2sn2t+U(t- a)e 2 D gn2(t- a).

15. Kreatinin & en restprodukt vid 8mnesomsattningen i muskelvavnader. Kroppen gor sig av med produkten genom utsdndring i
urinen. Redan vid en liten nedséttning av njurfunktionen hojs halten av kreatinin patologiskt. Man planerar att gora forsok med hundar
pavilkaman tanker injicera en storre dos kreatinin. Dosen véljs sd stor att vavnadernas nyproduktion av &mnet kan forsummas jamfort
med den injicerade dosen. For att fAen bild av hur utsdndringen beror av njurfunktionen tanker man sig nu, att blod och
muskelvavnader ar tvakarl, mellan vilka kreatininet kan diffundera. Fran blodet diffunderar &mnet dessutom ut i urinen vianjurarna
med en hastighet som & proportionell mot koncentrationen av kreatinin i blodet. Antag att diffusionshastigheten &r proportionell mot

skillnaden i koncentrationen av kreatininet i respektive kérl. L& C, (t) och C, (t) vara koncentrationernai blod respektive muskler

som funktioner av tiden samt 1& K och | vara diffusionskoefficienterna mellan blod/muskler respektive blod/urin.
Stall upp motsvarande matematiska modell.

B

Visaait denna har I5sningen gmg: Ay et +A,v,e da A, A, V., V,, A och A, aredla
b

Ange ocksd A, och A, som funktioner av K och | samt visaatt de & olika och negativa.

L &sning:
ic¢=k(c, - c,)

Vi erhéller féljande matematiska modell: | )
Tog= k(G- ¢.)- Ic,

dgsno_gk K oo

dtec,o ek -k-lgec, @

Vi skriver om systemet pa matrisform:

Vi bestdmmer matrisens egenvéarden.

eak K ¢
Dessaerhélles ur ekvationenO = det(A - Al), dar A =% .
ek -k-lg
o= K * S IS C I Y S WL Y A b
k  -k-1-2 2 27



| { |
A, = -k- > % K* +(—2)2.

Vi har erhdllit tva reella och skilda egenvérden. Da kan tvareella egenvektorer erhdllas.
Detta innebér att |6sningen har den stkta formen.
Det dterstdr att visa att bagge egenvardena & negativa.

Fallet A, = -k - 12 + /kz +(—|2)2érklartmligttriangelolikheten, A =-k- |2+1 k2+(|2)2 £-k- |2+ k+|2:O

med likhet endast om Kk =1 = 0.
Fallet A, = - K- L 1/kz +(—|)2 a trivialklart.
2 2

. icg=k(c, - c,)
SVAR: Den matematiska modellen ar | .
c$=-k(c, - c,)- Ic,
Egenvérdena & A, = -K- 1 + . [K* +(—|2)2 :



