Matematik, KTH Rikard Olofsson

Losningsforslag till tentamen den 25 maj i
kursen Differentialekvationer I, SF1633
(5B1206).

Del 1

Modul 1
Bestdm en funktion y(z) som uppfyller att

Y (@) =z’

och dér y(0) = 0. Svaret ska vara forenklat sa langt som mojligt.

Lésning. Diffekvationen dr separabel, vi skriver darfor ¢ (x) = % och far

dy g2 Yy
dx = e &

J‘efy dy = J‘xeﬂ”z dz.

Berdkning av de bada integralerna ger oss sambandet

3

vilket forenklas till

e~

5 + C). Vi stoppar in

att vi vet att y(0) = 0 och detta ger 0 = —y(0) =In(1/2+ C),s8 1/2+ C =1,
varfor C' = 1/2.

%2

vilket efter logaritmering av bada led ger —y = 1n<

Svar: y(x) = —1In (L;“)

Modul 2
Funktionen y(t) uppfyller att y(0) = 1 och att

y'(t) — 9y(t) = u(t — 2)e’,

dir u(t) dr Heaviside-funktionen. Vad &r y(3)? Svaret ska vara forenklat si
langt som mojligt.

Lésning. Vi skriver ef som e?ef~2. Da vi Laplacetransformerar bada led far

vi Z(y(t) — y(t)) = L(e*u(t — 2)e!~2), vilket med hjilp av lineariteten hos
Laplacetransformen kan skrivas som

ZLy'(t) = 9L (y(t) = L (ult —2)e'?).
Med hjalp av formlerna fér Laplacetransformen av en derivata och Laplacetrans-
formen av en férskjuten funktion forenklas detta till
5 6725
s—1

sY (s) —y(0) = 9Y(s) = e?e 2L (e') = ¢
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Vi stoppar in att y(0) = 1 och léser ut Y(s), detta ger
1 6725

5—9 (s—1)(s—=9)°

Partialbraksuppdelning ger

(571)1(%9) Z%(319_511>

och med hjilp av detta kan uttrycket ovan forenklas till

1 e2 6725 82 6725

Y(s) = < & .
) =5t s5-0 Ts_1

Atertransformering ger, med hjilp av lineariteten hos inversen till Laplacetrans-
formen, att

1 62 6725 62 6725
=z [— )+ S g S
y() (59>+8 (59> 8 (51>

e? e?
=% 4 gu(t —2)e?(t=2) gu(t —2)et 2

Stoppar man in ¢ = 3 fir man y(3) = €2 + %89 — %el =¥ + % <.

Svar: €27 + %ell — %63.

Modul 3
Bestim en funktion u(z,y) sddan att u(z,0) = 2 + 5¢75% och dar
ou  Ou
3- 4+ = =0,
ox + oy

Lésning. Vi sOker efter produktlésningar till ekvationen, dvs vi ansdtter att
u(z,y) = X (z)Y (y). Instoppat i ekvationen ger detta

3X'(2)Y (y) + X(2)Y'(y) =0,

som ocksé kan skrivas som

Eftersom vinsterledet inte beror av y och hégerledet inte beror av x, men vin-
sterledet ar lika med hogerledet, kan de bada leden varken vara beroende av x
eller y. Med andra ord &r alltsd béda leden lika med en konstant A. Stoppar man
inte detta far man ekvationssystemet

{ 3X'(z) = A X(x)
—Y'(y) = AY(y)
Eftersom 16sningarna ar olika for olika A skriver vi 16sningarna som X (x) och

Y\(y). Den forsta diffekvationen har 16sningarna Xy (z) = Axe**/? och den
andra har 16sningarna Y3 (y) = Bye Y s& vi har produktldsningarna

ur(z,y) = Xa(2)Ya(y) = CaeX/Pe ™,



Matematik, KTH Rikard Olofsson

dar Cy = A)B,. Vi vill nu hitta en 16sning till ekvationen som dessutom upp-
fyller att u(x,0) = 2+ 5e~5%. Vi ser att uy(z,0) = Cye /3 och detta kan aldrig
bli 2 + 5¢75%, Men eftersom var ekvation #r linjir och homogen kan vi bilda lin-
jarkombinationer av de 16sningar vi hittat och fa nya 16sningar. Vi vet alltsa till
exempel att uttryck pd formen u(z,y) = uy, (z,y) +ur, (x, y) ocksd ar 16sningar.
Stoppa in y = 0 i detta uttryck och jimfér med 2 + 5e 5%, vi far

Ch, M3 4 Oy, e = 2 4 5702,

Detta stammer for alla  om vi véljer Ay = 0, Ay = —18,C, =2 och C, = 5.
Stoppar vi in detta i uttrycket for u(z,y) far vi u(z,y) = 2 + 5e =6z +18y,

Svar: u(z,y) = 2 + 5e 6o+18y,

Modul 4
Visa att y1 (z) = e och yo(x) = e~*" bildar en fundamentalméngd av 16sningar
till diffekvationen

xy” _ y/ _ 41‘33/ =0

pé intervallet = > 0.

Lisning. Eftersom antalet givna funktioner (2 stycken) ar lika med ordningen
av diffekvationen behéver vi bara visa dels att y; och ys dr 16sningar, dels att
de ar linjart oberoende. Vi deriverar de bada funktionerna tva ganger och far
Yi(x) = 2we® = 2xy1 (x) och ) () = 2¢* +4x2e® = (2+422)y; (x), respektive
yo(z) = —2ze~ = —2zys(z) och y5(z) = —2e~" 44z = (—24+422)ys ().
Alltsa ar zy) (z) — ) (z) — 423y1(z) = (2 +42?)y1 (x) — 2291 (2) — 4a3y1 (x) = 0
och 2yl (z) — yh(x) — 4zys(x) = 2(—2 + 422)ya(x) + 2ay(e) — Ay (x) = O,
vilket visar att y; och ys &r 16sningar till ekvationen. For att visa att y; och ys
ar linjart oberoende kan man till exempel berdkna Wronskianen till y; och ys.
Denna ar

2 2

Y1 Y2 e e T
W , = = = —A4x
(yl y2) yll y/2

12

2
2xe® —2xe”

Eftersom —4x # 0 s& maste y; och ys vara linjért oberoende.
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Del 2

11. Bestam allminna l6sningen till
222y () — xy'(z) — 2y(z) = 132°
pa intervallet z > 0. Dra nytta av att y(x) = 22 uppfyller att
22%y" (x) — 2/ (z) — 2y(x) = 0.

(4 p)

Lésning. Eftersom vi kinner till att y(x) = 2* dr en homogen 15sning till var
ekvation kan vi l6sa ekvationen med hjilp av reduktion av ordning. Denna

2

metod bygger pa ansatsen y(z) = y1(z)u(x) dar yi(x) &r den kinda homogena
16sningen, i vart fall y;(x) = 22, och u(x) &r den okéinda, eftersoka funktionen.
Vi far alltsa y(z) = z?u(x), vilket ger y'(z) = 2zu(x) + 2%/ (z) och y"(x) =
2u(z) + 2xu(z) + 22’ (z) + 2%u”(x). Instoppat i ekvationen ger detta

20%y" (x) — 2y’ (z) — 2y(z)
=227 (2u(z) + 4o/ (z) + 2°u"(2)) — = (2zu(z) + 2°u/ () — 22%u(z)
= 723 (z) 4 22" (x) = 1325.
Vi infér v(z) = u/(z), i denna nya funktion v(x) #r ekvationen 7x3v(z) +
224 () = 1325, och detta #r en linjir diffekvation av forsta ordningen, sa-

dana kan l6sas med hjilp av integrerande faktor. Dela hela ekvationen med
2%, vi far

7 1322
!/ —
v'(x) + 2xv(:zc) =—
En integrerande faktor ar I(z) = elzzdr — gzlnw — 27/2 och dirfor kan ekva-

tionen skrivas som

! 7 1322 13:11/2
(v(a)a”) =(v’(w)+%v<x)) o = B2 B3TR

Vi integrerar bada led och far v(x)z™? = z'3/2 + C, varfor u'(z) = v(z) =
234+ Cz~ /%, Integration av detta ger u(z) = %4 + D2 %24 F, dir D = —2C/5.
Alltsa &r y(z) = z?u(z) = Ex® + Dz~ /% + %6.

. — Fp2 -1/2 4 =°
Svar: y(z) = Ex? + Dz~ Y/ + I

12. Vilka av f6ljande beskrivningar bestdmmer y(z) entydigt i en omgivning
till x = 07 Ge bevis eller motexempel.

a) y(x) uppfyller y(0) = 0 och 2zy/(z) = y(x).

(2 p)
b) y(z) uppfyller y(0) = 0 och y"(z) = y(z).
(1p)
c) y(z) uppfyller y(0) = 0 och
e’y (z) = eV sinw — yQ%
(1p)
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Lisning. Ekvationen i 12 a) &r en linjir diffekvation av férsta ordningen, dessa
kan 16sas med hjalp av integrerande faktor. Om vi l6ser ekvationen pé intervallet
x > 0 far vi integrerande faktorn till

Inz 1

2 = —

Jz

s& losningarna blir y(z) = Cy/z. Alla dessa 18sningar uppfyller att y(0) = 0.
Déremot ar funktionen f(z) = /x inte deriverbar i z = 0, s& den enda verkliga
I6sningen till ekvationen i en omgivning till x = 0 &r den man far for C' = 0,
dvs vi far den entydiga 16sningen y(z) = 0.

657% =€

Ekvationen i 12 b) kan 16sas med hjilp av karakteristiska ekvationen och har
l6sningarna y(z) = Ae®+Be *. Sitter viin att y(0) = 0 far vi0 = y(0) = A+ B,
dvs B = —A, vilket ger losningarna y(x) = A (e® — e~ *). Men oavsett vad A
ar blir detta 16sningar som uppfyller att y(0) = 0 s& inte heller denna ekvation
med detta begynnelsevarde bestammer y(z) entydigt.

Ekvationen i 12 ¢) kan skrivas y'(z) = f(z,y), dar
1
—e (e sing — ———
flz,y)=e (e sinx y2+1>.

Denna funktion dr kontinuerlig och dess derivata med avseende pa y &r ocksa
kontinuerlig. Enligt sats i boken géller nu att det finns en unik funktion som
loser begynnelsevirdesproblemet givet av y(0) = 0 i ett intervall kring x = 0, s&
alltsd bestdmmer detta funktionen y(x) entydigt.

13. Bestidm allménna I6sningen till systemet

{ 2'(t) = —x(t) +y(t) + €
y'(t) = —a(t) =3y(t) +1°

(4 p)
Lésning. 1 matrisnotation ges problemet av

X'(t) = (} 13> X(1) + (QD .

Vi boérjar med att 16sa det homogena systemet

Egenvirdena till (:1 _13> ges av

‘—1—/\ 1

1 _3_)\‘=(/\+1)()\+3)+1=/\2+4)\+4=()\+2)2=0,

Alltsad ar A = —2 ett dubbelt egenviarde. Vi sGker egenvektorer till A = —2,
dessa ges av ekvationssystemet

—1-A 1 0y (1 1|0
-1 -3-X|0 -1 -1]0
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1

som har I6sningarna (;j) =5 ( 1) . Alltsa ar (11> en egenvektor och vi har

1
hittat en homogen 16sning X (t) = (1> e~2!. For att hitta en till maste vi nu

hitta en vektor som l6ser ekvationssystemet
-1-Xx 1 1 1 1)1
-1 -3-X|-1 -1-1|-1)"

en sddan vektor ar till exempel . Vi far nu en annan 16sning genom X, (t) =

1
0
((_11> t+ (é)) e % = (t j—t1> e 2 alltsa ar allminna ldsningen till det

homogena systemet

Xh(t) =1 (11> e 2t + Cy (t—l—tl) e 2,

Fundamentalmatrisen ®(¢) ges darfor av

1 t+1\ _
v~ (e

o) = (‘f B 1) e2,

En 16sning till systemet ges av
t t
_ -1 e -2t 1 t+1 —t —t—1 e 2
Xp(t)—q)(t)f(l) (t)<1>dt—e (_1 —t)f(l 1 1 )e dt
_ 1 t+1 —te3t — te?t — 2t
(LI (e ) e
_ _ 82t
. ( 1 ta 1) (1 93te3t _i_t 1 42t£2t _ T)
-1 -t e 4 e
3 2
(1 ey (e -
-1 -t €41
13tet _ 1426 4 (44 1) (&

e 4 1 2.t 1
9 1 §3+2) _(5164—1)'

13ty 142t et L1
5 ¢ T3 t<3+2)

som har inversen

Allménna 16sningen ar darfor

X () = Xn(t) + X,(t) = C, (_11> ey Cy (t f;) e %y %t (_21> + i G) .

Svar: X(t) = C; (11> e 2 4 O, (t —I—t1> e 2t 4 % (21> + % (1) )

14. a) Visa att diffekvationen 4ty” + 2y’ + y = 0 har den allminna 13sningen

y(t) = Acos\/t + Bsin\/t
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pé intervallet ¢t > 0.

(2p)
14. b) Anvand detta for att bevisa att
\f mTe 45
ZL(sin/t) = R
Utan bevis far du anvianda att
”_/:\
J “tsin/tdt = i e 1.
0
(2p)

Lisning. Bevis av 14 a): Vi vet att allménna 16sningen till en andraordningens
homogen linjér diffekvation &r pa formen y(t) = Ay (t) + Bya(t), dir y1 och ys
ar tva linjirt oberoende l6sningar till ekvationen. Vi beh6ver darfor bara visa,
dels att y(t) = Acos~/t + Bsin~/t ir 16sningar och dels att cos \/t och sin \/t ar
linjart oberoende. Vi berdknar férsta- och andra-derivatorna till ¥ :

y'(t) = (—A sin\/t + B cos \/Z) QL\E
och

y"(t) = (—ACOS\/Z—Bsin\/Z) % +( ASln\/—-I-BCOS\/—) ( 1) t31/2

Stoppar vi in detta i ekvationen far vi
1
aty" + 2y +y = <7Acosx/% — Bsin\ﬁ) + (Asin\/i — Bcosﬁ) 7

+ (—ASin\/Z-I—BCOS\/Z) % + Acosvt + Bsinvt =0

s& y(t) #r 16sningar. Wronskianen av cos \/t och sin /¢ &r

cos/t sin 1 1
W COS t Sln\/— sin/t cos% 5 /7 ((COS \/Z)Q +sin \/2)2) =577 Y
Y 2Vt 2Vt

s8 funktionerna &r linjart oberoende. Detta visar pastaendet.

Bevis av 14 b): Vi vet att y(¢) = sin/t uppfyller att 4ty” + 2y’ +y = 0 enligt
a)-uppgiften. Laplacetransformerar vi denna ekvation far vi

d(s*Y (s) — 4'(0) — 5y(0))
ds

—4

+2(sY(s) —y(0)) +Y(s) =0,

vilket forenklas till —4(s2Y”(s) + 2sY (s) — y(0)) + (2s + 1)Y(s) — 2y(0)) 0,

som ger —4s?Y’(s) + (1 — 6s)Y(s) + 2y(0) = 0. Vi vet ocksa att y(t) = sm\/—

uppfyller att y(0) = 0 s& vi far att —4s2Y’(s) + (1 — 6s5)Y(s) = 0, Vllket ocks8,

kan skrivas som 65— 1
s

Y'(s) + 17

Y(s)=0.
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Integrerande faktorn ar

s& vi far att

Detta ger
1
e 4s
Y(S) = S?’T

och enligt uppgiften giller att integralen (som inte dr ndgot annat an Y'(1)) &r
4e’i och detta ger C' = 4 Alltsa ar

P(sini) = ¥(s) = YT
och det var det som skulle bevisas.

15. a) Vad menas med att funktionerna f och g ar ortogonala pa intervallet
[0,1]7

~—~
—

p)

15. b) Antag att f dr en kontinuerlig funktion som &r ortogonal mot g(z) = x*
pa intervallet [0, 1]. Visa att det finns ett o € [0, 1] sddant att f(z¢) = 0.

(3p)

Lésning. Funktionerna f och g sigs vara ortogonala p4 intervallet [0, 1] d&
1
| t@g@ s =0,
0

Bevis av 15 b): Om funktionen f ar identiskt lika med noll finns uppenbarli-
gen ett xo € [0,1] sddant att f(xg) = 0 s d& &r vi klara. Annars finns en
punkt z1 dir 23 f(x1) # 0. Om det giller att 22 f(x) har samma tecken for alla
x € [0, 1], maste dven integralen ha detta tecken. Men integralen av 3 f(z) &r
noll, eftersom 3 och f(z) ar ortogonala, sa alltsd maste 2 f () bli bade positivt
och negativt. Fast x2 &r alltid positivt s& det maste vara f(z) som blir bade
positivt och negativt. Enligt satsen om mellanliggande virde antar en kontin-
uerlig funktion alla tal mellan tva funktionsvirden; eftersom f &r kontinuerlig
och antar ett positivt och ett negativt virde pa [0, 1] maste det d& ocksa anta
det mellanliggande virdet 0, dvs det finns ett z € [0, 1] sddant att f(xzo) = 0.



