KTH Matematik

Ldésningsforslag till tentamensskrivning i Differentialekvationer |, SF1633(5B1206).
Torsdagen den 18 augusti 2009, kI 1400-1900.
Hjapmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |6sningarna pa ett sdant sétt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1 &r avsedd for betyg E och omfattar 4 uppgifter.

For betyg E krévs 4 godkadnda moduler.

Del 2 &r avsedd fér hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.
For betyg A kravs forutom 4 godkénda moduler dven 15 poang padel 2.

For betyg B kréavs forutom 4 godkanda moduler &ven 11 poang padel 2.

For betyg C krévs férutom 4 godkanda moduler dven 7 poang padel 2.

For betyg D kravs forutom 4 godkanda moduler &ven 3 podng padel 2.

De som har registrering pd 5B1206 erhaller betyg enligt nedan.
Tentamen &r tvadelad.

Del 1 &r avsedd for betyg 3 och omfattar 4 uppgifter.

For betyg 3 krévs 4 godkénda moduler.

Del 2 & avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poéng.
For betyg 4 kravs forutom 4 godkanda moduler dven 8 poang padel 2.
For betyg 5 kravs forutom 4 godkanda moduler dven 14 poang padel 2.
Uppgifterna 11-15 ger 4 poang vardera.

De1

Modul 1.

Funktionen X(t) uppfyller X¢=X(2 - X)(4- x), X(0) =X, .

Undersok om gréansvardet I!&x(t) existerar samt berékna detta fér varje initialvarde X, .

L 6sning:

Vi bestdmmer forst de kritiska punkterna. Dér & derivatan lika med noll.

De stationéra(kritiska) punkternagr X1 =0, X9 =2 och X3=4.

En teckenstudie av derivatan ger information rérande funktionens utseende.

X>4: X¢>0 P X véxer.

2<X<4: X¢<0 P X avtar.

0<x<2: X¢>0 P X vaxer.

X<0: X¢<0 P X avtar.

Gransvardet existerar for varje initialvérde X, mellan O och 4.

Vi erhdller foljande gransvérden:

0<X, <4 limx(t)=2, X, =4: limx(t)=4 och Xg=0: limx(t)=0.
t® ¥ ®¥ t® ¥

SVAR: Gransvérdet existerar enligt féljande:
0<X, <4 limx(t)=2, X, =4: limx(t)=4 och Xg =0 limx(t)=0.
t®¥ ®¥ ®¥

Modul 2.
t

Bestam en funktion f som satisfierar ekvationen f(t) =cos3t + (g "f(t- T)dv.
0
L Gsning:
s s+1_s+1

S+9 s §+9

1
Laplacetransformera ekvationen: F(S) = +m F(9 . Lesut F(s): F(s) =

S+9
S 1 3

2 S 2 .
sSS+9 35 +9

1.
Atertransformera: f(t) = cos3t +§S|n3t :

Omforma fére &ertransformation: F(S) =

1.
SVAR: Den sokta funktionen ges av f(t) = C0oS3t +§SI n3t.
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Modul 3.
Bestam en funktion U(X,Y) som uppfyller differentialekvationen X%( - 23—;1 = 0 och villkoret U(X,0) = 7' +2.
L &sning:
Vi ansétter U(X,Y) = X(X)Y(Y). Inséttning i differentialekvationen ger XXAX)Y(y) - 2X(X)Y&y) =0.
xX Y
Divideramed U(X,Y) = X(X)Y(Y). D&erhdlles L) = ©) =\ = konstant.
2X(x)  Y(y)

Den partiella differentialekvationen 6vergdr i ett system av ordinara differentialekvationer.

1 XXWUX) = 2AX(X)
1 Yy)= AY(y)

1 X(x) = Ax**
Vi skriver upp systemets I6sningar |
TY(y) =Be”

Lésningar till den partiella differentialekvationen & p&formen U, (X,Y) = Ax?Be” =Cx” e orvaje AT R.

Aven linjarkombinationer av |6sningar &r |6sning till den partiella differential ekvationen.

PA grund av det aktuella villkoret ansétter vi U(X,Y) = C,x° € + C,x*"2e"?.

Insattning av villkoret ger U(X,0) = C,x?* + C,x* = 7x* + 2 vilkenger C, =7, A, =2, C, =2, A, =0.
SVAR: Den soktalsningen ar U(X,Y) = 7x’'e” +2.

Modul 4.

N | @G _ax(5- X~ ¥)o
Bestam alla kritiska punkter till systemet ¥ =% .
eyw ey(-2+x) o
Klassificera de eventuella kritiska punkterna med avseende patyp och stabilitet.
L 6shing:
| de kritiska punkterna &r tangentvektorn lika med nollvektorn.

6 §ﬂ5'X'Wb_“XN)

e0g éy(-2+x) @
Detta har losningarna (0,0), (5,0) och (2,3).

For att klassificera dessa punkter anvander vi oss av Jacobimatrisen i den aktuella punkten.
o f _@@-2x-y -Xg¢

Vi erhéller foljande system

Jacobimatrisen ar lika med

I(xy) € 'y -2+ %0
Vi sétter in de tre kritiska punkterna och erhdller darvid f6ljande matriser.
(0,0)
05
=% . Egenvérdena ar reella och med olika tecken.
e0 -2¢
Den kritiska punkten &r en sadel punkt och dérmed instabil.
(5,0)
5 -5
B=% . Egenvéardena ar reella och med olika tecken.
e0 3o
Den kritiska punkten &r en sadelpunkt och darmed instabil.
(2,3)
@2 -2 -2-n -2 ., 2
C=% . Vi tecknar egenvéardena: 0 = det(C - M) = =N +20+6=(A+1)° +5.
e3 0o 3 - A

Egenvérdena & komplexa och lika med 7\.1'2 =- 1z i\/§ . Den kritiska punkten &r en stabil spiral punkt.
Det linjara respektive det icke-linjara systemet uppfor sig p& samma sétt i dessa fall.
SVAR: Kritiska punkter: (0,0) och (5,0) &r sadelpunkter och instabila, (2,3) &r en stabil spiralpunkt.
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Del 2

11. L& T varatemperaturen hos en kaka och To vara rummets temperatur. Antag att Newtons avsvalningslag géller dvs att

avsvalningshastigheten & proportionell mot temperaturdifferensen, T - To~ Rumstemperaturen & 20°C och kakan tas ut frén en

ugn med temperaturen 220°C. Efter 5 minuter & kakans temperatur 120°C.
Bestam kakans temperatur efter 20 minuter.

L 6sning:
. . dr . . K
Enligt Newtons avsvalningslag géller: o =K(T - T,) vilken har 16sningen T - T, =Ce" .

Bestam integrationskonstanten C samt proportionalitetskonstanten K.

1T(0)=220p 220- 20=c 16200 200 2006 2™ _ 20+ 20000 -

1 i = + e = +

%T(5):120p 120- 20 =Ce*® 1ek5:@ -1 2} k=—lln—1 ()8
1° 200 2 52

20
Efter 20 minuter & temperaturen T(20) = 20+ 200(2) 5 =20 + 2?5 =325.

SVAR: Kakans temperatur &r efter 20 minuter 32.5 °C.

12. Definiera begreppet fundamental 16sningsméngd. Bestém en fundamental 18sningsméngd till differentialekvationen

y @+ 3y¢+ 2y = 0. Bestam &dven allmanna lésningen till differentialekvationen y @+ 3y ¢+ 2y = el
+e

L ésning:

En fundamental 16sningsmangd till en linjar differentialekvation av ordning n bestar av n linjart oberoende |6sningar till

differentialekvationen.

Den karakteristiska ekvationen till Y @+ 3y¢+ 2y =0 & 2 +3r+2=0 ,(r+1)(r+2) =0.

Rotternadr 1 = - 1 och fo =- 2. Losningar & e X respektive e 2 . Vi visar att de &r linjart oberoende genom att visa att
- X -2X
Wronskianen & skilt frannoll. W(e™ X, € 2X)=[€ ", € |=-eF10.
-e - 2e
En fundamental 16sningsmangd &r { e X, e 2X} .
Nu éver till den allménna I6sningen till den inhomogena differentialekvationen Y ¢+ 3y ¢+ 2y = % -
(S
Den allménna ldsningen ges av allménna homogena l6sningen plus en partikul &ldsning.
Hér utnyttjar vi att en fundamental 16sningsmangd &r bestémd.
Allmanna homogena | 6sningen spanns upp av { e” e 2X} Vihar Y = Ae’ X+ Be” 2X.
For att bestdmma en partikul &rl6sning anvander vi variation av parameter.
Ansétt Y, = U(X)e X +v(x)e 2
0
&e-x e-2x % oS (o]
Metoden variation av parameter ger oss foljande system: 9 . g % =¢c 1 =
e-e* -2e67gevd ——
€1+ 9
i - 2X
i ug= . oa2x|=
| _e3X 1+eX 26 1+ex
Vi léser systemet med hjélp av Cramer’sregel. |
- . X s
iee_ 1 e 8 _ ezx_géx et 9
L VT - X =" —-%c - j
L -e¥ " [Tx| 1+e' e 1+

u=In1+e")

v=-(e“- In(1+€"))
(¢ - In(1+e)

i
Integreramap x: {
)
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Partikulzrlosningen blir Y = € X In(1+€”)- (eX - In(1+ € ))e'2X

Den allmanna losningen & y = Ae ™ X + Be 2 +e % In(1+e)- (ex - In(1+ ex))e'zx

vilket efter forenkling blir y = Ce™* +Be™ 2% + (e X + & 2X)In(1+€&X).

SVAR: En fundamental |6sningsmangd till en linjar differentialekvation av ordning n bestér av n linjart oberoende |&sningar till

differentialekvationen. En fundamental 16sningsméngd &r { e X, e 2X} .

Den allméanna lésningen y = Ce’ X +Be 2 + (e X+ e'zx)ln(1+ eX).

¥

13. Laplacetransformen gesav L{f(t)} = J e dt under lampliga villkor.

0
Vilka av foljande pastéenden &r korrekta? Bevis eller motexempel kravs.

al{t}={{t}} pL{2t}=2L{ t}
o L{ t+}={ t}L{ ¢} oL{t+}=L{ t}+L{ ]}

e T & styckvis kontinuerlig for t 2 O och av exponentiell ordning. P |i(r£];lé F(s) =0 aar F(s) = L{f(t)} .
S

L 6sning:
g FALskT, y L{ t7} =2 ar scittifran {L{ t }}° :}iuz -1
y = L2F "7

¥

0
c)FALSKT,tyL{ t+t2} =L{t} +|_{ t2} :;12 J,;Z3 1 %%
g sanT, iy L{ t+t°} =Ejt+t2)e'5‘dt=2je's‘dt +:‘jze'5‘dt =1{ t}+L{ 7.
€) SANT, ty ° ° °

IHFOH =

¥
S dt| £ df (t)|e % dt . f & av exponentiell ordning innebar att [f (t)| £ Me™ .

S- C ¥
IL{f )} £ d\/le“e St = Mge &Nt = [%] =M S—lc ., s>cC.

L& S® ¥ |L{f(t)}|® ob L{f(t)}® 0.vsv

SVAR: @) och c) &r falska, b), d) och €) & sanna.

14. P& en tva ganger deriverbar funktion som uppfyller P(0) = P§0) = O . Bestam den I6sning till differentialekvationen
y @+ PEX)y ¢+ PA(X)y = P®&X) som uppfyller villkoren Y(0) =2 och y§0)=0.

L 6sning:

Den givna differential ekvationen kan skrivas Y @+ (P&X)y)¢= P#(x) .

Integreramed avseende p& X : Y ¢+ P&X)y = P&x) + C; . villkoren ger C1 = 0.

V& differentialekvation &r linjar av férsta ordningen och har formen y ¢+ P&X)y = P&X) .

Bestdm en integrerande faktor och multiplicera differentialekvationen med denna

OPAx) dx

P(x)y - eP(x) +

En integrerande faktor gesav €

Omformning ger: (ep(x)y)¢: eP(X)P((X) . Integrera med avseende p& X : €

Villkoren ger: Co =1 vilket insatt i ekvatonenger y =1+€ P(x) ,

SVAR: Den soktalosningengesav Yy =1+¢€ P(x) A
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15.a) Visa att {sinnx} , h=1, 2,3, ... utgér en mangd av ortogonala funktioner p&intervallet [O,Jr].

15.b) skriv funktionen f(X) =sin®X paintervallet [0,7t] som en linjarkombination av Iampliga ortogonala funktioner
ovan.

15.c) Antag att funktionen f(X) = X* +1 , 0 <X <3 & utvecklad i foljande tre serier: en Fourierserie, en cosinusserie och
en sinusserie. Ange det varde mot vilket respektive serie konvergerar mot for X = 0.

L ésning:

a) Vi visar att den inre produkten mellan tva godtyckliga funktioner i den givna méngden &r lika med noll pa det givnaintervallet.
T

. . . . 17
{sinnx, sinmx} = ¢pin nxsin mxdx :—chos(nx- mx) - cos(nx +mx))dx ={nt m} =
0 0
_1fsin(n- m)x sin(n+m)x ”_0
2l n-m n+m [,

b) Har galler det att beskriva f(X) =si n®X med hjalp av den givna funktionsfoljden.
¥
. ! . .
En vag att gora detta ar att ansétta Sl n3 XxX=a a, SiNnnNx, multipliceramed SINIMX och integrera Gver intervallet [0,3‘[] .
n=1

En betydligt kortare vag & att utnyttjaformeln SIN3X = 3sinX - 4sin®x.

- . 3. _ 3. 1.
Den sokta linjarkombinationen blir: SN~ X :Zsmx - ZSIYBX.
f(0+) +f(0-)

¢) Respektive serie kommer att konvergera mot
0*+1+3F+1 11

2 2
0% +1+0° *1_,

| fallet med Fourierserien blir detta:

| fallet med cosinusserien blir detta:
0% +1- (0° +1) _
2
. 3 3. 1. 11 _
SVAR: @) Seovan. b) SIN X:ZSII‘IX- Zsme. 0) E,lrespektlveo.

0.

| fallet med sinusserien blir detta:

Nedan foljer plottar pa de tre fallen.
Founsn=ns ‘cozinussrie

] 1I:I-_
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‘sinussere

104




