Losningsforslag till tentamensskrivning i Differentialekvationer I, SF1633(5B1206).
Torsdagen den 22 oktober 2009, kI 0800-1300.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant sitt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1

Modul 1.

En termometer tas fran ett rum och ut. Utetemperaturen ar 5°C.

Termometern visar efter 1 minut 15°C och efter 2 minuter 10°C. Vad ar temperaturen i rummet ?

Antag att Newtons avsvalningslag giller, dvs avsvalningshastigheten ar proportionell mot temperaturdifferensen.

Lbsning:
Lat T'(t) vara termometerns temperatur vid tiden 7 .

dar
Newtons avsvalningslag ger oss foljande differentialekvation: d_ =—k(T(t)-T,).
t

Proportionalitetskonstanten & ir positiv och 7}, 4r utetemperaturen vilken ar 5°C .
Differentialekvationen ar linjar av forsta ordningen. Dess 10sning kan fas som summan av den allmanna
homogena losningen och en partikularlosning. Vi far T'(¢) = Ce" +5.

Vi bestammer konstanterna med hjalp av de givna villkoren.

15=T(1)=Ce ™ +5 10=Ce™ [e" =2 =1In2
10=T@2)=Ce™ +5 |5=Ce™ |C=10e"=20

Insittning i den allmanna losningen ger T'(¢) = 20e " ™* +5=20-2""+5.

Rumstemperaturen erhalles for ¢ = 0, vilket blir 25°C. Ett rimligt resultat.
SVAR: Rumstemperaturen 4r 25°C.

Det leder till

Modul 2.

2x—y

En partikel befinner sig i ett hastighetsfalt V(x,y) = (3 5 j s att partikelns hastighetsvektor
X—2y

’

x'(1) ,
X'(t)= [ , j gesav X (1) = V(x(2),y(1)).
y(t)

2
Bestam X(?) for en godtycklig tidpunkt om X(0) = [6) .
Vart tar partikeln vagen efter lang tid ?

Losning:

3 _2]X(t).

Vi bestammer matrisens egenvarden och tillhorande egenvektorer.

Vi skriver systemet pa matrisform. X'(¢) = (

2 -1
Egenvirdena erhalles ur ekvationen 0 = det(A — AI) dar A = (3 2) )

2-1 -1
3 2-2

Detta ger oss foljande ekvation

‘=AZ—4+3:12—1:0.

Egenvirdena ar A = +1.
Egenvektorerna erhalles ur det homogena systemet (A — AI)K = 0 med aktuellt egenvirde insatt.

2—-1 -1 1 -1 1
A=1 ger K=0, K = OLC. En egenvektor ir K, = .
— 3 -2-1 3 -3 1



2+1 -1 3 -1 1
A=—1 ger K=0, K = OLC. En egenvektor ar K, = .
— 3 2+1 3 -1 3

1 1 e e fc e e
Den allmanna losningen ges av X(1) = c,e'| |+ c,e’ = "=
1 3 e 3¢’ )\c e 3e
2

2
Bestim den losning som uppfyller villkoret X(0) = [6) .

2 1 1 q 0
Insattning i den allménna Iosningen ger =X(0)=¢, +c, , vilket ger = .
6 1 3 C, 2

1
Den sokta losningen ar X (1) =2¢” (3) . Efter lang tid hamnar partikeln i origo.
(1
SVAR: Den sokta losningen ar X(¢) = 2e 3 ) Efter lang tid hamnar partikeln i origo.

Modul 3.

u, =4u’.

u(0,t) =u(m,t)=0
Bestam u(x,t) da <u(x,0)=sin2x+4sindx

=0

t=0

Ju
- ,t
5 (x,1)

Losning:
Problemet loses med hjalp av variabelseparationsmetoden.
Satt: u(x,t)=X(x)T(¢).
Insattning i differentialekvationen ger: X (x)T7(¢) = 4X”(x)T(¢).
Dividera med 4 X (x)7(?).

T”(l') _ X”(x)
4T(r) X(x)
Randvillkoren ger att separationskonstanten ir negativ. Satt: A = —l ? dar UeR.
Vi erhaller foljande system av ordinara differentialekvationer.

{X "(x)+ 12X (x)=0
T”(t) +4u>T(1) =0

= konstant = A

X (x)=Acosux + Bsinux
T(t)= Ccos2ut+ Dsin2ut

Randvillkoren tillsammans med variabelseparationen ger oss foljande villkor: X (0) = X(7) =0.

0=X(0)=A A=0
0=X(m)=Acosum+Bsinur u=n, neN’

Dessa har losningarna: {

Inséttning ovan ger: { vilket ger: {

Losningar ar pa formen: B sin nx{Ccos2nt + Dsin2nt }.

Aven linjarkombinationer &r losningar: 1 (x,t) = z {an cos2nt + b, sin2nt } sinnx .

n=1

u
Nu over till begynnelsevillkoren. Har behovs —.
t

d . .
a—b; (x,1)= ZZn{—an sin2nt + b, cos2nt} sinnx

n=1



|[sin 2x +4sindx = u(x,0) = Zan sinnx o
) ~ {azzl, a,=4 , ovriga a, =0

> b =0, VneN
O:%(x,O):Zannsinnx : "
t

n=1
Losningen till den partiella differentialekvationen ges av: #(x,7) = cos4t sin2x +4 cos8¢ sin4x
SVAR: u(x,t) = cos4dt sin2x +4 cos8¢ sin4dx

Del2
11. Differentialekvationen # 2y” —2y=0CI> 0 har losningar pa formen y(z)=1"[d € R ..

Bestam den allménna losningen till differentialekvationen ¢°y” — 2y = 3¢* — ICIA> 0
Losning:

Insattning av y(t) =t* [k e R i t°y” —2y=000A> 0 ger t*a(ax —1)t** = 2t* = OL.
Omforma ekvationen: (0> — ot — 2)t* = OL, vilken leder till att ¢ —x —2 =0C, ty t > 0.
Ekvationen har rotterna @, = —1 och o, = 2.

Da ar tva linjart oberoende losningar y, = t™" och Y, = .

Den allménna homogena losningen, y, , 4r en linjairkombination av y, = ! och y, =t 2

Vifar y, = ¢y, +¢,y, = Cll‘_1 +c,t ? dar ¢, och ¢, ir godtyckliga reella konstanter.

Den allmianna losningen till den inhomogena differentialekvationen 4r summan av allmanna homogena losningen och en
partikularlosning.

En partikularlosning kan fas genom reduktion av ordning eller med variation av parametrar.

Vi valjer reduktion av ordning.

Insattning av =t zz i den inhomogena differentialekvationen ger
g » g g

P 4 422} - 2072 =30 — 10 177 + 407 =3¢ 1L, (¢*7) =3~ IL.
-3

Integrera med avseende pa f : t4z' =1 —t , 7= =1
Integrera med avseende pa f : z=1Inf+ — 7

. . 2 2 1
Partikularlosningen ar y, ="z =1"In7 + >
Den allminna losningen till den inhomogena differentialekvationenar y =y, +y, = ¢f s C,t 4+ Int + E .

_ 1
SVAR: Den sokta losningen ar y = ¢t~ +c,t> +1° Int + 5

12 Bestam Y(7) . di y(0) = 0.5(0) =2 samt y"(1) + y(t) = 28(t — 3)+ 4 [ y/ (u)cos(t - u)du. @2 0
0

Losning:
Vi laplacetransformerar ekvationen.
Dierhilles 5°Y (s) — sy(0) — y/(0) + ¥ (5) = 2¢™ + 4{s¥ () — y(0)} — -
s+
Insittning av villkoren samt hyfsning ger: (s> 41— 4s 2S 1)Y(s) =2+2e7".
s+
2 2 2 2
-1 2(s” +1 2(s” +1
Detta ger oss: (s > ) Y(s)=2+2¢" eller Y(s5)= (2 2) e (2 2) )
s +1 (s"=1D (s"=D

Partialbraksuppdela



2(s* +1) 2(s* +1) A B C D
2 2 = 2 2 = 2 + + 2 +

(s"—=1) S+D(s—-1)7" (s+1)° s+1 (s—-1)° s-—1

Handpalaggning ger A =C =1 ochdainsesatt B=D =0.

e R e
Y(s)= >+ Srte >+ 5
s+ (s=1 (s+1) (s=D

vilket ger f(t)=te ' +te'.

Vi atertransformerar forst F(s) =

+ 1
(s+1° (s=1)
Da kan hela uttrycket atertransformeras.

y(t)=te" +te' +U{t—3)f(t—3)=te" +1e' +U(t—3)(t —3)(e ™ +e")
SVAR: y(t)=te”" +te' +U(t — 3)(t — 3)(e Y + V)

13. Differentialekvationen X” = x — x° — x , kan omformas till ett system. Bestam de kritiska punkterna for systemet.
Klassificera de kritiska punkterna med avseende pa typ och stabilitet.

Losning:
. ’ ’ ” o . « . ’ x, m
Visatter y=x" , y'=x" och erhaller det icke-linjira systemet X' = , = ) .
y X—x" -y

Vi bestimmer forst de kritiska punkterna, dir hastighetsvektorn X' = 0.
Vi far de kritiska punkterna (0,0) och (1,0).
Det icke-linjara systemet linjariseras med hjalp av Jacobianen.
J(x,y) ’ :
Jacobianen J(x,y)= .
P 120 1

Inséttning av de stationara punkterna ger oss konstanta matriser, vars egenvarden bestimmes.

(0,0)

0 1
J(0,0)= [1 J = A . Egenvirdena fas ur ekvationen 0 = det(A — AI).
. . -1 1 2 1, 5
Detta ger oss foljande ekvation =A+A-1=A+-)" ——=0.
-1-2 2 4
Egenvirdena ir A = ——* 7 , vilket ar reella egenviarden med olika tecken.
(0,0) ar en sadelpunkt, vilken #r instabil.
(1,0)
0
J1,0)= { 1 = B . Egenvirdena fas ur ekvationen 0 = det(B — AI).
. . -1 1 2 1, 3
Detta ger oss foljande ekvation =A+A+1=A+)"+—=0.
-1 -1-2 2 4
Egenvirdenadr A =——% i? , vilket ar komplexa egenvarden med negativa realdel.

(1,0) #r en stabil spiralpunkt.
Detta galler for saval det linjara som det icke-linjara systemet.
SVAR: (0,0) #r en sadelpunkt, vilken ar instabil. (1,0) 4r en stabil spiralpunkt.

14. Betrakta en smal stav. Lat dess temperatur ges av u(x,t).

Dess ena ande hélles vid den konstanta temperaturen O ~ C och dess andra ande #r isolerad.



Vid tiden ¢ = O i#r stavens temperatur #(x,0) =2sin 3x + 5sin 7x .

T
[u’zu;’x, O<x<5, t>0

t

T
Detta ger upphov till foljande problem: 3 u(0,7) = 0, u ;(E ,H)=0, >0

Lu(x,O) —2sin3x+ Ssin7x ., 0<x <§

Bestam stavens temperatur som funktion av laget och tiden.
Losning:
Vi bestammer losningar pa formen u(x,t)= X(x)7(¢).
Insattning i differentialekvationen ger X (x)7T’(¢) = X”(x)T(1) .
- (1) _ X"(x)
Divideramed X(x)T(t) : ——=——"
I(r)  X(x)

= konstant = 1.

X"(x)-AX(x)=0
T'(t) = AT(t) =0

Dessa ekvationer 4r linjara med konstanta koefficienter och loses med karakteristisk ekvation.
Vi betraktar den forsta ekvationen och far tre skilda fall att undersoka.
Dessa ar foljande: A >0, A =0 och A <O0.

A=u’, ueRr A=0 A=—u’, uer
X"(x)— 1’ X(x)=0 X"(x)=0 X" (x)+ 1’ X(x)=0
X(x)=Ae" + Be™ X(x)=Ax+B, X(x)=A,cosx+ B, sinpx

Vi far ett system av ordinara differentialekvationer: {

T
Randvillkoren och variabelseparationen ger oss foljande villkor: X(0)7(r) =0, X '(E)T( =0, t>0.
Dessa skall gilla for alla >0 .
T
Detta ger: X(0)=0, X'(E) =0.

Nu over till de tre fallen. Vi behover aven derivatan X’(x) .

A=, ueR A=0 A=-u’, neRr

X(x)=Ae" + Be™ X(x)=Ax+B, X(x)=A,cosx+ B, sinpx

X(x)=u(Ae™ —Be™) X'(x)=4 X'(x) = (= Ay sinix + By cos 1ix)

Inséttning av villkoren ger.

A=, ueR A=0 A=-u’, neRr

X(0)=A+B =0 X(©0)=B,=0  X(0)=A4, =0

XD =uAe =B =0 X(D)=A=0  X(D)=u(-Asinu+ B cosu) =0
[B1 =-4 B, =0 [A3 =0

Ve e { .

LyAl(e”2 +e”2):0 4,=0 /.lB3cosuE:0

Den enda icke-triviala losningen erhlles i fallet A = — u2, UER .
Daerhilles t=2n+1, ne€ N och losningen har formen X(x) = B, sin(2n +1)x .

B 2
Motsvarande f-ekvation har losningen T (¢) = C3eb =C,e "V,

Vi far vara losningar till den partiella differentialekvationen och som uppfyller de givna randvillkoren pa formen
. —ane 1y
un(x,t):X(x)l (1‘)283( 3SIH(2n+1)X€ (2n+1) t.

‘Aven linjarkombinationer av sadana losningar ar losningar.



- i -

Vi erhaller u(x,1)= D b,e > ' sin(2n+1)x .
n=0

Det aterstar att bestamma koefficienterna.

Dessa erhélles med hjalp av det givna begynnelsevillkoret #(x,0) =2sin 3x + 5sin 7x .

Insittning ger: u(x,0) = Z b, sin(2n +1)x =2sin3x+ 5sin7x.
n=0
Identifiering ger att alla utom tva koefficienter ar lika med noll.
Vi far b, = 2 och by = 5. Den sokta losningen dr u(x,t) = 2¢ % sin3x + Se
490

4 .
Tsin7x .

SVAR: Den sokta losningen ar u(x,1) = 2¢ P sin3x+ 5¢ *“sin7x .

15. Vid en kemisk reaktion bildas ett amne C av A och B. Ursprungligen finns 50 gram av A och 32 gram av B.
Reaktionen ar sadan att for varje gram av A som anvénds atgar 4 gram av B. 30 gram av C har bildats pa 10 minuter.
Bestam miangden C, x (), da reaktionshastigheten #r proportionell mot produkten av de aterstaiende méingderna av A och

B med hjilp av en differentialekvation for reaktionen. Bestam dven lim x(#) och det som dA aterstér av A och B.
f—> o0

Lbsning:
X X
For att erhalla X gram av C atgar g av Aoch — avB.
X 4x
Det aterstar dd 50 — 3 gram av A och 32 — 5 gram av B.

d 4x_ 4
Differentialekvationen blir d—x = k,(50 - ?(32 - ?x) = k(250 ~0)(40 ~ ). dir k, sren
t

dx
proportionalitetskonstant. Vi infor en ny konstant. d_ = k(250 — x)(40 — x).
t

Vi har en separabel differentialekvation. Stationira losningar ar X = 250 och x =40 .

1 d
Omforma differentialekvationen —x =k
(250 — x)(40 — x) dt
1 1
“h10 7M10 -1 1
Partialbraksuppdela 210 + 210 d—x =k, { + }d—x =210k.
250—-x 40—x| dt 250—-x 40—x] dt

Integrera med avseende pa f : 1n|250 - x| - 1n|40 - x| =210kt + 111|C1 | .

250 — 250 — 250 — 40Ce>' "
0227 Z 210kt +Inc |, 227F = gty = Ce
—X 40— x 1-Ce
25

Bestam konstanterna. X(0)=0 ger C = Z .

220 2 1
x(10) =30 ger = —5e2‘°°" , e = ﬁ, 210k = —1n§.

10 4 25 10 25

2
250 -40- jezlokl 1 — 20k | = o210k

I T TRy L

4



| (88)'50
M) =1000— 2/
25—4(88) N

25

Efter lang tid kommer méngden av C att vara }1_{2 x(1) = }l_)rg 1000

_ 210k

I
Detta kan dven inses genom kvalitativ analys av differentialekvationen.

4-40
Det aterstar 50 — ? =42 gramav A och 32 — ? =0 gram av B.

_ =210kt 1 88
SVAR: Mingden C ar x(t) = 1000m ,dar 210k = —In—.

limx(z) = 40 gram. Det aterstar 42 gram av A och 0 gram av B.

t—o0

=40 gram.



