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Mandagen den 16 november 2009, k1 0900-1000.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Modul 1.
I en befolkningsmodell for ett samhille antas att hastigheten varmed befolkningsmangden, P ( t ), forandras vara beroende av

differensen mellan fodelse- och dodshastigheten.

Fodelsehastigheten ar proportionell mot befolkningsmangden medan dodshastigheten 4r proportionell mot kvadraten pa
befolkningsméangden. Stall upp ovanstdende modell i form av en differentialekvation. Analysera darefter modellen kvalitativt med
proportionalitetskonstanterna lika med tre och ett i ndmnd ordning.

Losning:
dP 5
Den sokta modellen blir: d_ =k P = k ,P", dar P2 0.
1

Infor de givna vardena pa konstanterna kl =3 och k2 =1: d_ =3P- P2 = P(3 -P).
1

Vi bestammer forst de stationédra losningarna och analyserar darefter losningarnas uppforande for olika startvarden.
Vi ar intresserade av langtidsbeteendet.
De stationdra losningarna ges av: Pl =0och P2 =3.

dP
[P >3 = =7 <0 = P(t) ar avtagande .
Vi erhaller: % ! dP
[O <P <3:>E >0 = P(¢t) ar vaxande .

Detta innebar att vi erhaller ett stabilt jamviktslage P=3.
Efter 1ang tid kommer befolkningsmangden att vara lika med 3.

SVAR: Den sokta modellen ges av: d_ = kIP —k 2Pz,d'ar P =0 och lim P(t) =3,
t

[—> 00

Modul 2.

. Betrakta ett linjart system X’ = AX av tva differentialekvationer. Matrisen A har reella element.
1

Vidare dr det kant att ett egenvirde ar 1 + 27 och en tillhorande egenvektor ar | | )
1

Bestam en fundamentalmatris till systemet. Ange 4dven den allménna losningen till systemet.
Avgor vad som hander efter lang tid med en partikel som placeras i punkten (3, 5) .

Losning:

Med hjalp av det givna egenvardet och tillhorande egenvektor erhalles en komplex 1osning Z=e¢
1

(1+2i)t 1\'
)

Realdel respektive imaginardel av den komplexa losningen ger tva linjart oberoende 1osningar.
Dessa bildar varsin kolonn i en fundamentalmatris.

) . 1\ _0\ [ cos2t \
X, =ReZ =Reje'(cos2z+isin2t) o)t y =e _sin2t)
, ) 1\ 0\ . sinZt\
X,=ImZ =Imqe'(cos2t+isin2¢) 0 + 1) =e cos21)

e'cos2t e'sin2t
En fundamentalmatris ar ® = .. .
—e'sin2t e'cos2t

Den allmiinna losningen till systemet ges av: X = ®C, dar C ir en konstant vektor.

e' cos2t e'sin2t Cl\ e'cos 2t c e'sin 2t
. = +
—e'sin2t e'cos2t\C,) '\ —e'sin 2t *\ e’ cos2t

En partikel som placeras i punkten (3, 5) kommer efter lang tid att avlagsnas obegransat fran den kritiska punkten origo, ty realdelen
av egenvardena ar storre 4n noll.



e'cos2t e'sin2t
SVAR: En fundamentalmatris ar ® = .. .
—e'sin2t e'cos2t

e' cos2t e'sin2t Cl\ e'cos 2t e'sin 2t
= +C

Den allménna losningen till systemet ges av: X = . =(, ) )
—e'sin2t e'cos2t\C, ) —e'sin 2t e'cos2t

En partikel som placeras i punkten (3, 5) kommer efter lang tid att avlagsnas obegransat fran den kritiska punkten,origo.

Modul 3.
Bestam Fourierserien till den 2-periodiska funktionen f(x )= le +x,-1<x<l.
Bestim vidare Fourierseriens virde for X = 1.
Losning:
Den givna funktionen ar varken jamn eller udda

ag nirx nnx
Funktionen f tilldelas Fourierserien = + 2 a,cos— 1 + bn IHT .

n=1

Den givna funktionen f(X) = |x| + X delas upp i tva delar, fi)= |x| och f,(x)=x.

1 1 — cosnm
Enligt BETA har f1 (x)= |x | fourierserien — — ﬁ— cosnmx
=1 (nm
—cosnm .
Enligt BETA har f ) (x) = x fourierserien 2{2 Sin nx }
niw

n=1
Addition ger att f(x) = fl(x )+f ) (x) har fourierserien

1— cosnrm —cosn

ﬂ]IIIlIE— 2 — cosnmx ¢+ 2 { sm mz'x}
- (nrm)

Det aterstar att bestamma fourierseriens varde for X = 1. Hir ir den givna funktionen ej kontinuerlig, men funktionen och

dess derivata ar styckvis kontinuerlig pa hela reella axeln. Fourierseriens varde for X = 1 blir medelvirdet

Ja+) +f(1-) _ 0+2-1

=1.
2 2
1 1— cosnrm —cosn
SVAR: f tilldelas fourierserien — — 2 7 COSnmxX ¢ + 2 sm nnx.
nmw
n=1

Fourierseriens varde for X = 1 .4r lika med ett.

Anmirkning: En direkt berdkning kan dven genomforas.

2x,0<5x <1
Vi omformar den givna funktionen: f(x) = |x| +x= 0, -1<x<0"
1 1 1
=— J J(x)cosnmxdx = I2xcos nmxdx = {partiell integration } =
0
1
_ [ sin nn’x] J- sin mrxd _ | cos ngx _ 2cosn752—1
(nﬂ-) 0 (nn')

== jf(x)dx ijdx =1
—1



1 1
1
b,= n J- f(x)sin nmxdx = J 2x sinnzxdx = {partiell integration }=

-1 0
COSHTTX o —COSHTX —Ccos nrw —sin nmx ! —COS n7
:[Zx—] —jz—d =2 - [ 5 ] =2 _
nr 0 nr nr (nrm) 0 nr
l « | cosnm—1 —CcoSnrT .
Vi har erhallit foljande fourierserie: — + 2 2—————cosnax + 2————sinnax .
n=1 (nﬂ') nr



