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Tisdagen den 12 januari 2010, kI 1400-1900.
Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berdkningar och resonemang &r |4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1 & avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter.

For betyg E kréavs 3 godkanda moduler.

Del 2 & avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.
For betyg A kravs forutom 3 godkanda moduler dven 15 poang padel 2.
For betyg B kravs forutom 3 godkanda moduler &ven 11 poang padel 2.
For betyg C kravs forutom 3 godkanda moduler &ven 7 poang padel 2.

For betyg D kravs forutom 3 godkanda moduler dven 3 poang padel 2.

De som har registrering pa 5B1206 erhdller betyg enligt nedan.
Tentamen & tvadelad.

Del 1 & avsedd for betyg 3 och omfattar 3 uppgifter.

For betyg 3 krévs 3 godkénda moduler.

Del 2 & avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poéang.
For betyg 4 kravs forutom 3 godkénda moduler &ven 8 poang padel 2.
For betyg 5 kravs forutom 3 godkanda moduler dven 14 poang padel 2.
Uppgifterna 11-15 ger 4 poang vardera.

Del 1
Modul 1.
| en populationsmodell & den relativatillvaxthastigheten , som funktion av antalet djur, P(t), ett

forstagradspolynom , ndmligen en konstant, a, minus antalet djur ganger en annan
e o1 dP(T)
konstant, b. Konstanterna & positiva. Da erhdlles %T =a- bP(1) .

Dennamodell justeras genom att ett konstant antal djur per tidsenhet, h, avlagsnas.

( ) _

Den justerade matematiska modellen blir ——= = (a - bP(t))P(t) - h.

L&t konstanterna darefter varas, 1 respektlve 4.

Studera langtidsbeteendet av P(t) for olika startvarden pa populationen.
L 8sning:

Sétt in de givna konstanternai differential ekvationen.

Déerhélla% =(5- P)P- 4=-P* +5P- 4=(P- 1)(4- P).

Vi bestdmmer forst kritiska punkter och studerar dérefter derivatans tecken.
| de kritiska punkterna &r derivatan lika med noll.

Vi erhdller tvakritiskapunkter P=1, P =4.

Nu over till studie av derivatans tecken.

1 4
< i > —< >
1Fg,>1 PH® 4 ,t® ¥
Vi fér foljande population efter 1&ng tid med startpopulationen Ry : iR =1 : Pt)® 1 ,t® ¥ .
tPR <1 PH)® 0 ,t® ¥

}R>1 PO)® 4 ,t® ¥
VAR {P=1:Pt)® 1 ,t® ¥ .
P <1 PO)® 0 ,t® ¥



Modul 2.

Lat y,(X) = 5X°, ¥, (X) = 3x+ 4, y,(x) =x*+ 7x°, y,(X) =2x +x%och

y5(x) = 2x +3x* +5x° varaldsni ngar till en homogen linj&r tredje ordningens differentialekvation.
Bestam den entydiga |sning som uppfyller villkoren y(1) =2, y@) =3 och y1) =4.

L &sning:
Det behdvs tre linjart oberoende I6sningar for att bestdmma den allménna l6sningen till en homogen
linjér tredje ordningens differentialekvation. Bland de givnaldsningarna véljer vi en lamplig linjarkombination.

Tag y=ax+ bx 2 + o till allmén 6sni ng. Konstanterna bestdmmes med hjélp av de givna villkoren.
Forsta- och andraderivatan behévs. y¢=a + 20x + 3cx°, y#= 2b + 6¢X.
'} 2=y() =a+b+c
Inséttning ger { 3=y¢) =a+2b+3c.
1a=yo =2b+6c
Totalmatrisen skrives upp och elementéra radoperationer ger 0ss |dsningen.
aAa 1 1|2 &4 1 1|29 &4 1 1|29 &4 0 0] 29

gl 2 3 3++~8O 1 2 1++~80 1 2 1++~80 1 0|-1
€0 2 6|49 €0 2 649 €0 0 2|20 e0 O 1| 1@
Vihar a=2, b=-1, c =1. Dettager ossden soktalgsningen y = 2x - X* + X°
SVAR: Differentialekvationens [osning & y = 2x - X*+ X°.

Modul 3.

1t
Bestam y(5) da y({t) + @ezuy(t -Wdu=98(t-3) ,t3 0och y(0) =1.
L 6sning:

Laplacetransformera:
sY(9)- y(0) + 5—12 Y(s)=¢e*

Inséttning av villkoret ger:

sY(s) + Sfle(s) =1+e®
L&s ut den obekanta funktionens Laplacetransform

s- 2 s-2 _3s 1 1

Yis) = 2-2s+1 £-2s41° 3 Ts-1 (s-1)?
Atertransformering ger:

y(t) = € - te +U(t- 3)f{e"* - (t- 3"}
Det sokta funktionsvérdet blir

y(5) =€ - 56" +U(5- 3)[e”°- (5- €} =-4e°- €

1 1 O
s-1 (s-l)zk/)

+]
|

SVAR: Det sokta funktionsvardet blir y(5) = - 4€ - e,

Del 2

11. Bestam vérdet pa X sdatt y(X) = 4,da (x - 2)y¢+y =2x och y(0) =3.

L&sning:

Vi bestémmer forst den allménnalésningen och dérefter den |6sning som uppfyller villkoret y(0) =3.
Hér noteras &ven losningens existensintervall.

Den givna differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen.

Ekvationen kan skrivas pa normalformal och en integrerande faktor kan bestammas.

Observeradock att véanstra ledet & en derivata.

Vif&r ((x- 2)y)¢=2x . Integration med avseende pd x ger: (x- 2)y =x"+C
Integrationskonstanten bestammes: y(0) =3 ger (0- 2)3=C, C=-6.



x?- 6
X- 2

Den [6sning som uppfyller differentialekvationen och begynnelsevillkoret & y =

Har & X 1 2 och lésningens existensintervall ar {X DX <2}.
Vi bestammer nu X saatt y(X) = 4.
2

X“-6
4=——, x*- 6- 4x+8=0 ,x°-4x+2=0

X_
Kvadratkomplettera: (X - 2)° =2 ,x=2+J2.
Hér &r endast ett X-véarde aktuellt.
Det X-varde som ligger i l16sningens existensintervall ar X =2 - \/_2

SVAR: Det entydiga vérdet pA X gesav X =2 - J2.

12.a. Hérled en partikularlosning till det linjarasystem X ¢=AX + F, daden fundamentalmatrisgesav F .

el s

) o . ® -1y —9 , T T

b. Bestam allmannalésningen till systemet X¢=é1 OQX +ccost-,da - —<t<5.
e 0o

L 6sning:
a. Vi utgdr fran den allménna homogena losningen, vilken kan skrivas: X = F C, C & en konstant vektor.
En partikul&rlosning ansttes som: X, = FU, dér U & en tidsberoende vektor.

Insittning i systemet av differentialekvationer ger: F ®J + FUC=AFU +F.

Kolonnernai fundamentalmatrisen F bestér av linjart oberoende [6sningar till det homogena systemet.

Detta innebér att varje kolonn uppfyller det homogena systemet och sdledes uppfyller aven fundamentalmatrisen
detsamma, med andra ord géller att F ¢= AF .

Viehdllerdd AFU+ FUC=AFU+F , FUC=F.Losut UG

Multipliceramed fundamentalmatrisensinvers. Den existerar ty det F + 0. Vi erhéller U¢= F'F.
Integration ger: U = ¢y “Fdlt. Vi har erhdllit X , = F¢F ~'Fdt.

b. Vi bestammer forst tva linjart oberoende [6sningar till det homogena systemet och anvénder darefter variation av
parametrar, se a., for att bestdmma en partikulérlésning till det inhomogena systemet.
Den allménnaldsningen & summan av alménna homogena ldsningen och en partikul &rldsning.

15
For att erhallalosningar till det homogena systemet bestammer vi egenvardenatill matrisen A = &4 og

N -1, ,
0=det(A- Al)= =A2+1, L=,
1 -\

Vi har erhdllit komplexa egenvarden och bestammer d& en komplex egenvektor.
Bestdm en egenvektor till egenvérdet A =1 .

Vi soker icke-trivialalosningar till systemet E‘e:e]_ ?;V =0, vilkagesav vV = rlga i; 1 R.

i 0]
En komplex |6sning & Z = e'tiFl. :
e-19

Realdel respektive imaginérdel av den komplexa lGsningen ger oss tva linjart oberoende |Gsningar.

Vi omformar den komplexalésningen: Z = (cod +isint)j éo+ IE % :
1€0g e-1
§ostd Eesint )
RezZ =% ochImZ =% & tvalinjart oberoende |Gsningar till det homogena systemet.
esint @ - Cost@

ost sint g
Variation av parametrar innebér att vi behtver en fundamentalmatris F =% . .
esint - costg



el

g — , @sost sint g
En partikulérlésning erhéllessom X | = F - ccost=dt. Inversenblir F ™~ =% | .
P 2 esint - costg
e Og
& feifdt \ae_l ;odt g O X gecost - sintlnjcost|y
¢cost-at = ggsint =at = - p =%, . -
80 o Cont 2 e- In|cost|@ etsint + costInjcostjg

ost sint g +abcost - sintln|cost|g
esint - costg  etsint + costIn|cost|a

ost sint g +adecost - sintln|cost|'_c")
esint - costg  etsint + costIn|cost|a

Den alménnalésningen ar: X =
SVAR: a Seovan. b. Den almannalosningen ar: X =

13. Bestédm de |6sningar till differentialekvationen y@+ Ay =0, A & storre &n noll, som uppfyller
randvillkoren y(0)=0 och y&L) = 0. Visaatt de erh8linafunktionerna & ortogonala pa intervalet [O,L].
L&sning:

A & storre annoll gor att vi kansitta A, = u” dar w1 R.

Inséttning i differentialekvationen ger y@+ u’y = 0. De karakteristiskarstternaar r = i

Losningarna & paformen y = AcosuX + Bsinux.

Vi utnyttjar de givnarandvillkoren. Dabehdvs aven y¢= - uAsin ux + uB cosux.

ly(O) 0=A
Randvillkoren ger oss fdljande system
y€L)=0=-uAsinuL + uBcosuL
Icke-trivialalosningarnaerhdllesdd cosuL = 0 , dvsda ul zw ,n=12,.... .
Deicke-trivialalosningarnaar pAformen y = B, sin (ZnZLl)ﬂX ,h=12,.....
Nu visar vi ortogonaliteten.
Vi visar att inre produkten Osm(zn 1)er i (Zm_ 1)OTXdX =0 ,n1m
o 2L 2L
. } + ) .
Vi omformar véanstra ledet. VL ——lql SM- COS(2rl 2m Z)EXudX
2, 2L 2L
L
Integration ger: VL—il - 2L Sm(2n- 2m)nx+ 2L Sin(zn_ 2m- 2 ) =0
(2n- 2m)p 2L (2n- 2m- 2)p 2L 0
Vi harerhallltosm(zn Ljx S (Zm_ Dﬂxdx =0 ,nim.
o 2L 2L
SVAR: Deicke-trivialalésningarna & paformen y = B sin (2n2|_1)m( , h=12,.....

.}.u =ty , CExEp, t31

14. Bestam en I6sning till problemet 1 U(O:t) =u(p,t) =0 , 13 1
fux) =4sin®x , CExEp .

L &sning:

D& 4sin®x = 3sinx - SinX enligt BETA , kan problemet skrivas



‘,I.uxx=tut , CExEp,t31l (1)
fuO,t) =u(pt)=0 ,t3 1 (2)
tu(xl) =3sinx- sin3x , CExEp ( 3)
Vi anvander separation av variabler och sétter u(x,t) = X(x)T(t) .

(1) ger XE =tXT(och X_X(II::%(E: - A ,da A &renkonstant.

Man f& dels X8+ AX =0 ,X(0) = X(p) = 0 och dels tT¢= - AT dvs T¢+%T =0.

Problemet for X har I6sningarma X =sinnx ,n=1, 2, 3, for A =n°.
n2
For T fasdaekvationen TC¢+ TT = 0, som har integrerande faktor enz = t”z.
o .n? 24n?-1 d n?
Man f&r t" T¢+n2t™ T = 0 och a(t T)=o0.

Integrationger t" T=Coch T=Ct ™, dar C & en kongtant.

2
Harav foljeratt u. = At™" sinnx ,n=1, 2, 3,.... uppfyller (1) och (2). Har & A, konstanter.
sinnx

r12

¥
Genom linearitet foljer att U = é_ A, ocksa uppfyller (1) och (2).

n=1

¥
Villkoret ( 3) ger u(x.1) =4 A, sinnx =3sin x- sin3x ,vilket & uppfylltom A =3, A =-1
n=1

ochalaévriga A, = 0. Harav foljer u(x,t) = 3? - SI??X :

sinx sin3x
SVAR: u(x,t) = 3T TP

15. Om ingen fisk tas upp ur en 56 s varierar mangden fisk, y(t) [ton], i Sj6n med tiden t [ & enligt
differentialekvationen
ye=2%_ Y0 v 50 dara=4[a]och b= 80 [ton.
a€ bo’ '

Nu borjar man fiskaut ¢ [ton] fiskar per &, (C & en positiv konstant).
a Ange differentialekvationen for y som dgéller.
b. Ange det kritiska vérde pa ¢ som inte far dverskridas

om det skall finnas nagon jamviktslosning > 0.
c. Da c ligger under detta kritiska vérde finns det en stabil jamviktsniva y, > O for méngden fisk. Bestém Y,
som funktion av C.

L 6sning:
Yo Yo

a Den korrigerade differentialekvationen blir y¢= b9 c.
a

Med de givna vardena pa konstanterna far vi
_Y® Yo ._Y80-y) _¥80-y)-320c _

¢==1-—--Cc=——-C= = f(y).

Y 4 809 320 320 )

b. Jamviktslésning erhdllesda f (y) = 0.

Daa y* - 80y +320c=0, (y- 40)* =1600- 320c=320(5- ).

Resellalsningar och stérre an noll erhdllesda c £ 5.

For ¢ > 5 existerar ingajamvikts osningar.

Jamviktslosningarnaar y = 40 +,/320(5- ¢).

c. Vi bestammer den stabilajamviktsiésningen y, genom att studeratecknet hos f €y,).

Jamviktslésningen & stabil om f €y,) <O ochinstabil om f &y,) >0.




80- 2y 40-y

f&y)= 20 160 och inséttning av jamvikts dsningarna ger

f €40 +,/320(5- ¢)) = —~ 32(1)((320 “9 < s jamviktsidsning.
f €40 - \/320(5- ¢)) = —“32(1(6‘:)0@ > 0 instabil jamviktsidsning.
SVAR:

a Dennyadifferentialekvationen & y¢= —y(83026 Y) -C

b. Detkritiskavardepd c & c =5.

c. Jamviktsnivén y, = 40+ /320(5 - ©).



