Losningsforslag tentamensskrivning i Differentialekvationer I, SF1633(5B1206).
Tisdagen den 25 maj 2010, kl 1400-1900.
Tillatet hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant sitt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 ar avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter. For betyg E kravs 3 godkdnda moduler.
Del 2 ar avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.

For betyg A kravs forutom 3 godkanda moduler aven 15 poang pa del 2.

For betyg B kravs forutom 3 godkédnda moduler dven 11 poang pa del 2.

For betyg C kravs forutom 3 godkédnda moduler dven 7 poang pa del 2.

For betyg D kravs forutom 3 godkianda moduler dven 3 poang pa del 2.

De som har registrering pa 5B1206 erhaller betyg enligt nedan.

Tentamen ar tvadelad.

Del 1 4r avsedd for betyg 3 och omfattar 3 uppgifter. For betyg 3 kravs 3 godkanda moduler.

Del 2 ar avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poing.

For betyg 4 kravs forutom 3 godkanda moduler aven 8 poang pa del 2.

For betyg 5 kravs forutom 3 godkanda moduler aven 14 poiang pa del 2.

Uppgifterna 11-14 ger 5 poang vardera.

Examinator: Hans Tranberg.

Del 1

Modul 1.

I en tank som innehaller 400 liter vatska ar 10 kg salt upplost.

En saltlosning med koncentrationen 0,05 kg per liter pumpas in med en hastighet av 20 liter per minut.
Innehallet i tanken blandas momentant och pumpas ut med en hastighet av 40 liter per minut.

Nar #r tanken tom ? Still upp en differentialekvation for saltmangden A(?) . Bestam A(?) .

Losning:

Vitskevolymen ges av V(7)) = 400 — #(40—20), V(¥) = 400 — 20¢. Tanken ar tom da ¢ =20 minuter.
Forandringen av saltmangden per tidsenhet ges av dess tidsderivata.

dA(t A(t
Vi far foljande differentialekvation: U =20-0,05-40- %
dA(t 2
Insattning av V(7)) = 400 — 20¢ och forenkling ger U + 07 A(r) =1.

Vi har erhallit en linjar differentialekvation av forsta ordningen vilken loses med hjilp av integrerande faktor.

2
5" 20— _ ;
20-1)""

En integrerande faktor 4r e

1 dA 2 1
® + A() = —( 201

Multiplicerar differentialekvationen med integrerande faktor:

(20-1)° dt  (20—1)
- d { A7) } 1
Det nya vanstra ledet &r en derivata. — =( = .
dt (20 —1) (20—1)
A(?) 1 )
Integrera med avseende pa f: T = + C. Vid starten ir saltmangden 10 kg.
20-1n" 20-—¢
. , 0 1 -1
Detta ger oss virdet pa integrationskonstanten. C = T =
(200 20 40
20-1)° 400 -t
Saltmingden vid en godtycklig tidpunkt # ar A(f) = 20—t — % ,A(t) = T
Rimlighetskontroll ger A(0) =10 och A(20)= 0 ( Tanken &r tom.)
. . . . dA() 2
SVAR Tanken ar tom da £ =20 minuter. Den sokta differentialekvationen 4r + 07 A(t)=1.

400 —¢2

Saltmingden A(?) = 20



Modul 2.

dx
G
t
Bestam de stationara punkterna till systemet % d samt avgor om de ar stabila eller instabila.
Y 2
—=x"—y
[ dt
Losning: .
I de stationdra punkterna ar hastighetsvektorn X lika med nollvektorn.
0=y-1
Detta ger oss systemet ) , vilket har losningarna (1,1) och (-1,1).
For att undersoka stabilitet linjariserar vi systemet med hjalp av Jacobimatrisen.
0 1
Systemets Jacobimatris blir J(x, y) = \ .
2x -1 )

Inséttning av de stationara punkterna ger konstanta matriser vars egenvarden vi bestimmer.
Egenvirden till en matris D erhalles ur ekvationen det(D — AI) =0

@D
0 1 0-1 1
J(1,1)=(2 _J=A.Vifﬁr 2 =0, A +A-2=0,2,=1, 4, =-2.

(1,1) ar instabil, ty ett av egenvardena ar positivt. Detta galler aven for det ursprungliga systemet.

(-1.1)

J-LD) 0 1 \ B 0-4 1
—L1)= =D . Vifar

-2 -1) 2 -1-2
(-1,1) 4r stabil, ty realdelen hos de komplexa egenvardena ar positivt.

Detta giller aven for det ursprungliga systemet.
SVAR: (1,1) ar en instabil stationér punkt och (-1,1) ar stabil stationar punkt.

:O,AZ+A+2:O,(A+1)2:—Z.
2 4

Modul 3.
Bestam genom variabelseparation den losning till den partiella differentialekvationen u; + u; =u som
uppfyller villkoret #(0,y) = 2¢” +5¢ .

Losning:

Vi ansitter u(x,y) = X(x)Y(y).

Insittning i den partiella differentialekvationen ger X' (x)Y () + X(x)Y’(y) = X(x)Y(y).

X0 Yo _, YO _, X
X(x) Y(» Y X(x)

Den partiella differentialekvationen overgar i ett system av ordinara differentialekvationer.
Y'()-AY(»)=0
X' (x)=(1-1)X(x)=0
Systemets losningar erhalles med hjalp av karakteristiska ekvationer.
X(x) = Ae"P*
Y(y) = Be”
Variabelseparationen ger att ABe

=konstant = 1.

Dividera med X(x)Y(y):

-A)x A . .
(=% aren losning for varje A .
. o . . 1-A)x Jy

Aven linjarkombinationer av dessa losningar ar losning u(x,y) = ZC le( et

Vi
. A 3y 4
Villkoret ger oss konstanterna. ZCle "= u(0,y)=2¢" +5e .
VA

Identifiering ger A, =3, ¢; =2, A, =—4, ¢, =5 ovriga ¢; =0ochu(x,y) =2e
+5e77%

—2x+3y Sx—4y

+ Se

SVAR: Den sokta losningen ar u(x,y) = De MY



Del 2
11. Ar foljande pastaenden a-b sanna eller falska ? Motivera !

a) Lat y = g(x) vara en losning till differentialekvationen y’ =1+ y2 .
Losningskurvan har lokala extrempunkter.

d
b) Betrakta differentialekvationen Ey =f(x,y) ,dar f och Of)i ar kontinuerliga i ett
y

rektangulart omrade R i xy-planet. Tva skilda losningskurvor kan skéra varandra i en punkt.

d
c) Bestam de stationéra losningarna till den autonoma differentialekvationen d—y =(y-3)(y-2).
t

5
Bestam Aven den losning som uppfyller villkoret y(0) = > respektive y(0) = %

Avgor slutligen vad som hander da ¢ vixer for alla startvarden y(0).
Lbsning:
a) Falskt, ty i en lokal extrempunkt ar derivatan lika med noll. Har ar derivatan storre eller lika med ett.
b) Falskt, ty villkoren i entydighetssatsen ar uppfyllda.
¢) For de stationira losningarna ar derivatan lika med noll.. Vi far y, =3 och y, =2

_ L &
(y=3)(y=2) di

Partialbraksuppdelning och integration med avseende pa ¢ ger:

Med (y—3)(y—2) # 0 overgér differentialekvationen i

1 1 |d - -3 ; 3-2Ce'
{——— —y=1,1ny—=t+ln|C1|,y—:Ce,y=—Ce;.
y=3 y-=2]dt y y—2 1-Ce
5

--3
3+2¢
Villkoret y(0) = — ger C=5———l och y= f
i +
2
7
7 5730 9-2¢'
Villkoret y(O)ZE ger C=T2=§0Ch y=g.
2

For startvirden y(0) < 3 gar y mot tva da f vixer.
For startvirdet y(0) =3 &r y konstant lika med tre.
For startvirden y(0) > 3 gér viixer y obegréansat da f vaxer.
SVAR: a) och b) ar falska.
¢) Stationéra [osningar ar y, =3 och y, =2.
3+2¢' 9-2¢'
De sokta losningarna dr y = —— respektive y = ——.
I+e 3—e
For startvarden y(0) < 3 gar y mot tva da f vixer.
For startvirdet y(0) =3 &r y konstant lika med tre.
For startvirden y(0) > 3 gér viixer y obegréansat da f vaxer.

12.a. Visa att {e x , e’ } kan bilda en fundamentalmangd av Iosningar till en linjar homogen andra ordningens
differentialekvation med konstanta koefficienter. Ange dess allmanna l6sning.

1 2)
10)

b. Bestam tva linjart oberoende losningar till systemet X = ( X samt ange dess allménna losning.

c. Jamfor resultaten i a och b.

Losning:
a. Vi visar att de tva funktionerna ar linjart oberoende med hjalp av Wronskianen som skall vara skild ifran noll.
2 —
u e’ e ' ‘ ‘ . 2 -t g
W ,e )= b2 _|=—€¢ —2¢ =—-3e #0 (Detkaniven inses genomatt €~ # ke ~, k ir en konstant.)
4 —€




Den allmianna losningen ges av en linjarkombination av de tva funktionerna: Clezt + Cze_l .
1 2\
1 0)

b. Vi bestimmer egenvirden och tillhorande egenvektorer till matrisen A = (
-4 2

0 = det(A—AI) = )L‘:}LZ—A—Z:(AH)(A—Z),/I] =1, 1, =2.

N i 2 2o ko Moo 1)
, =—1 insattisystemet (A — )K—Ogersystemet1 IJK— , K, = _IJ.Xl—e _1)

A . . A -1 2\ =0 — 2\ — A 2\
, =2 insattisystemet (A — AI)K =0 ger systemet | _2}K— , K, = 1}.X2—€ 1}

1 2
Den allm#inna losningen ges av X = ale"[ 1) + a262t(1 }
c. Differentialekvationen i deluppgift a kan skrivas (D — 2)(D — (_1))}’ =0 eller y” _ y, _ 2)7 -0
’
X=Yy

’

X' =y" =y +2y=x+2y

Denna differentialekvation kan skrivas som ett system genom att sitta {

x“‘ x-+2y\ 1 2 x\
Pa matrisform blir detta | , |= = . Systemet i b representerar ekvationen i a.
y) Ux )7 oly)

Losningarna i a och b ar uppbyggda av samma funktioner, dvs e oche.
SVAR: a. Den allmanna losningen ges av: Clezt + Cze_l.

1 2
b. X, = e_t( 1) och X, = ¢ (1) ar tva linjart oberoende losningar.

1 2
Den allménna losningen ges av X = ale"[ 1) + a262t(1 }

c. Se ovan.

, —t<x<0
13.a. Utveckla den 2T -periodiska funktionen f(x) = i en fourierserie.
t—-x, 0 <x<m

oo _1 k

b. Berdkna summan z )

im0 2k +1
N o . .

c. Berdkna summan z ——— genom att berdkna fourierseriens summa i en lamplig punkt.

0 2k +1)

genom att berakna fourierseriens summa i en lamplig punkt.

Losning:

) ) . ay nmx . NTX 4, )
a. Fourierserien ar pa formen —+ Zan cos— + bn sin——=—+ Zan cosnx + b” Sin nx
T L

n=1 n=1

1% 17
dir a :;J.f(x)dx:;J(n—x)dx:% ,
- 0

1t T 1 ( : L ]
a =— [f(x) cosnxdx:—J(Tc—x)cosnxdx=—{[(n—x) smnx] —Jsmnx(—l)dx}
L T T )
i 0 0
1T cosmxT® 1-cosnm 1—(=1)"
a, =" = = 2 = 2
T n Iy n mn



_ noTm_ ]
=— Jf(x) sinnxdx = —J(n — x)sin nxdx = (n x) cosnx] — cosnx( Ddx ¢
” n 0 n )
T _n To 0
1)n [sinnx ]“ 1
b o=— D[ ==
n min n lp] n
1—-(-1)" 1
Funktionen f tilldelas fourierserien L Z(—z) cosnx +—sinnx
= mn n

T ~1—(=1)" 1.
f(x)~—+2(—2)cosnx+—s1nnx
Tn n

T
b. Vi viljer X = —. Eftersom det #r en kontinuitetspunkt for funktionen f far vi foljande

n—£+21 (1) Tt 1

T
cosn—+ —sinn—

T——=
2 4 = w 2 n 2
For jamna heltal blir seriens termer lika med noll. Det 4r endast de udda heltalen som ger bidrag.
DA , T T . T
Med n =2k +1 far vi: y D =— ty sin(Qk +1)= = sin(k® +—) = cos kmsin— = (-1)".
0 2k+1 4 2 2 2

c. Vi valjer x =0 . Eftersom det #r en diskontinuitetspunkt for funktionen f far vi foljande

1 o 1—(=1)"
-0 =T+

4 5 Tn
For jamna heltal blir seriens termer lika med noll. Det ar endast de udda heltalen som ger bidrag.
2 3 =3 2
T 2 1 T
Medn=2k+1f°arvi—=2 2,2 > =—.
4 SQk+1D)" S QRk+1) 8
. . T 1-(=1)" 1.
SVAR: a. Funktionen f tilldelas fourierserien — + 2—2 CoSnx +—sinnx
i 17/) n
1L R S .
0 2k + 1 (2k +1Y 8

14.a. Lat f () vara styckvis kontinuerlig pa [ 0,0), av exponentiell ordning och periodisk med perioden 7" .
T

1 =
Hirled f :s Laplacetransform F(s) = 1—7€T J e f(t)dt utgiende fran definitionen.
—e
0

b. Begynnelsevirdesproblemet y” +y =® () , t >0, y(0) = y’(0) =0 beskriver en svangningskrets

1,0 <t<a

med en hogfrekvent insignal @ _(7), namnligen fyrkants-vagen @ ,(¢) = { 0 <1< och
, a a

DO, (t+2a)=D (1), dar a irett litet tal.
Losningen y(?) beror pa a , y(t) = y,(t). Bestam gransfunktionen y,(#) = limy (7).

a—0
Ledning: Gransovergangen kan med fordel goras pa Laplacetransformsidan.

Losning:
oo T oo

a) Enligt definitionen pa Laplacetransform far vi F(s)= je_” f(tdt = Je_St f@)dt + Je_srf(t )dt
0 0

dar vi har delat upp integralen i tva delar. I den andra integralen gor vi substitutionen # =  — T och erhaller ur
detta du = dt samt nya grénser.

o

Insatning i integralen ger [ & ' f(t)dr = [ f (u+T)du= ™" [ f(u+T)du.
T 0 0
f ar periodisk med perioden T, vilket innebir att f(u+T) = f(u).



Insattning i integralen ger Je_”f(t)dt = e_STJ e"f(u)du = e_STF(S) .
T 0

T
Insattning i den forsta ekvationen ger F(§) = J‘e_” f(t)dt+ e 'F (s) .

0
T

1 |
— Je f@dr . vsv.

0

Los ut F(s), vilket ger F(s)= ]

b. Laplacetransformera differentialekvationen.

1 2a ‘ 2a a e—st a 1—¢ %@
s2Y (s) +Y(s) = — fo,mear . [@, e dr=[1e7"dr = =
- 0 0 0

—S O R)
1 | 11 (1 s
O = e s S o®] 257+ 25 ¥+l

1
Atertransformera: y () = > {1 —cost}.

1
SVAR: a. Se ovan. b. Grinsfunktionen y ,(f) = > {1 —cost}.



