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Tisdagen den 17 augusti 2010, kI 1400-1900.
Tilldtet hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berakningar och resonemang &r |4tta att f6lja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1 & avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter. For betyg E krévs 3 godkanda moduler.
Del 2 & avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.

For betyg A kravs forutom 3 godkanda moduler dven 15 poang padel 2.

For betyg B kravs forutom 3 godkanda moduler &ven 11 poang padel 2.

For betyg C kravs forutom 3 godkanda moduler &ven 7 poang padel 2.

For betyg D kravs forutom 3 godkanda moduler dven 3 poang padel 2.

De som har registrering pa 5B1206 erhdller betyg enligt nedan.

Tentamen & tvadelad.

Del 1 & avsedd for betyg 3 och omfattar 3 uppgifter. For betyg 3 krévs 3 godkénda moduler.

Del 2 & avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poéng.

For betyg 4 kravs forutom 3 godkénda moduler dven 8 poang padel 2.

For betyg 5 kravs forutom 3 godkanda moduler dven 14 poang padel 2.

Uppgifterna 11-15 ger 4 poang vardera.

Examinator: Hans Tranberg.

Del 1

Modul 1.

Dé&en produkt tas ut ur en ugn har den temperaturen 700°C (Celsius). Den svalnar darefter med en
avsvalningstakt som &r proportionell mot skillnaden i temperatur mellan produkten s@v och det omgivande
rummet. En konsult har hyrtsin for att utreda denna avsvalningsprocess.

Konsulten fores & tva olika matematiska modeller.

L& T(t) varaproduktens temperatur vid tiden t.

dr _ T-40 dr _T-30
Modell1: i . Modell 20 — =——.

dt 3

Avgor vilken modell som kan varalamplig och bestém dess |6sning.

Vad & produktens temperatur efter lang tid ?

L 6sning:

Eftersom det & en avsvalningsprocess &r det endast modell 1 som &r rimlig, ty i modell 2 kommer temperaturen att vaxa
obegrénsat. Derivatan anger temperaturens féréndringshastighet.

Differentialekvationerna &r linjdra av forsta ordningen.

L 6sningen f&s som allman homogen |6sning plus en partikul&r 16sning.

Modell 1:

L
T(t) = Ae ® +40
Vidt=0& T =700. Dettager A = 660.
t

Vifar T(t) = 660e  +40. Efter Iang tid blir produktens temperatur 40 " C.
t

SVAR: Endast modell 1 & rimlig. Modell 1: T (t) = 660e 3 +40.
Produktens temperatur blir 40" C.

Modul 2.
L& y=x% al Rvaraenlssningtill differentialekvationen X Y@+ 4xy¢+2y =0.
Bestam tvalinjart oberoende |6sningar till differentialekvationen. Lat vidare Y, = X° varaen partikul&rl6sning

till den inhomogena differentialekvationen X y&+ 4xy¢+ 2y = f (). Bestam f (X).
Ange dutligen den almannaldsningen till den inhomogena differential ekvationen.

L 8sning:
Inséttning av y = X" i den homogena differentialekvationen ger x°a(a- 1)x* % + 4xax’ "+ 2x* = 0.

Vifa (a(a- 1)+ 4a+ 2)x* = 0 vilket medfér att a” + 3a+2 = 0.
Andragradsekvationensrétter & a, = -1 och @, = -2. Tvalosningar & y, = X ' och y, = X °.



Dessa ldsningar & linjért oberoendety X 1 bx “dér b & konstant.
Alternativt kan Wronskianen skilt ifran noll anvandas.

Den sokta funktionen f (X) erhdlles genom inséttning av partikularlsningen Yo = X’ i den inhomogena
differentialekvationen X yat+ 4xy ¢+ 2y = f (x). Vi far f(X) = X’ 6x +4x3%¢ +2x° = 20x°.
Den allménna lésningen & summan av den allmédnna homogena | 6sningen och en partikul &l dsning.

Vi erhéller sledes y = Xt +¢,x 77 + x°.

SVAR: Tvalinjart oberoende losningar & y, = X * och y, = X 2. f(X) = 20X
Denallméannalésningenar y = cx " +C,x  + X’

Modul 3.

Bestam koefficienternaa, , n=0, 1, 2, .. ddsin®x = 5 a, cosnXx .

De sokta koefficienterna & fourierkoefficienternatill den jamnafunktionen f (X) = sin’ X .

Fourierutvecklingen har formen % + é¥_ a, cosnx dér koefficienter gesav a, = 2 E)f (Xx)cos nxdx .
n=1 0

Omskrivningav f (X) = sin’ X & nédvandigochvi far  f(X) = sin®x = ]L;)SZX :

1 1
Identifiering ger koefficienterna a, = E a, = - E och ovrigakoefficienter likamed noll.

R S S _
SVAR.ao—E,az—-Eochovrlgaan—O.

Del 2
11. Differentialekvationen Xy¢ y = x?, X >0 har en |sning som ocksd
satisfierar differentialekvationen x°y¢- x’y = y?, x> 0. Bestam dennalosning.

Bestam den |6sning som uppfyller x°y¢- x% = y?, x> 0 ochvillkoret y(1) =2.

Ange dven |8sningens existensintervall.

Losning:

Vi borjar med att |6sa Xy¢ Yy = X2, X >0 . Den & linjar av forsta ordningen.

L 6sningen kan erhdllas som summan av allménna homogena | sningen och en partikul &l dsning.
Vifar y = Cx+ x°.

En annan variant &r att bestdmma |6sningen med hjép av integrerande faktor.

¢
y¢- %(y:x : —)1(y¢- %yzl ,Z%y% =1 ,¥:X+C
Nu éver till X’y¢- x’y =y, x> O vilken & av Bernoulli typ.
Omformaforst till X%y ?y¢- X’y ' = 1 och st darefter z= y*, z¢= - y>yC
Inséttningi X%y 2y Xy '=1ger - x°z¢- x°z=1 ,x°z¢+x°z=-1 ,xz¢+z=-x7>.

Det nyavanstraledet & en derivata. Integrerame avseende p& X: Xz = X' +B.
2

z=y'ger y'=x?+Bx ' =x2(L+Bx)ochvifa y=

1+ Bx
Den gemensamma lésning & Y = x? vilken erhdllesfor C= B =0.
X2 1 1 2%?
Villkoret y() =2 i y= er 2=——, B=-= och y= .
Y =2y = e ¥ 2T s 2 YT

Losningens existensintervall & {x : 0<x<2}.
SVAR:



Den gemensamma lGsningen & Yy = NG
2

Begynnelsevérdesproblemets |6sning & Yy = > och dess existensintervall & {X . O<x<?2 } .

12.a) L&t A varaen reell matris.
Betrakta det homogena systemet av linjara differentialekvationer X ¢= AX.
Enlésning till dettasystemgesav Z = X, +1 X, da X, och X, & reell- och vektorvérda funktioner.

Visaatt aven X, och X, uppfyller systemet.

b) Bestam allménnalosningen till systemet X ¢= [Z‘;é- OX )

e5 -3
c) Vad hander med en partikel som placerasi punkten (3,4) efter lang tid?
L&sning:
aVivetat Z = X, +1 X, satisfierar systemet X¢= AX.
Inséttning ger (X, +1 X,)¢=A(X,+i X,).
vifarn Xg+i Xg=AX, +i AX,.

|Re Xg=AX,
Realdelen respektive imaginardelen ar:
|Im Xg= AX
g 4
b) Vi bestdmmer forst egenvardenatill matrisen A = .
e5 -39
. -4 2 2
Dessaerhélles ur ekvationen O = det(A - Al) = 3. % =N +20+17=(A +1) +16.
Egenvéardenaar A = -1+ 4i .
Vi bestammer en egenvektor till egenvardet A = -1+ 4i.
- -4
Dennafésur ekvationen 0 = (A - Al)v = @ 0V med A = -1+ 4i insatt.
es5 -3-\g
4 -4 5 26
ity B P .
HE 5 ol aig! TOENAVEL S
En komplex |¢ Y l+4|)t€ —at at+isina O+Ee
n komplex |8sning & Jig =e (cos4t+isi t)(gg g 28

g 0o, U, g8 B,
Z:et|§‘é cosdt- & Osinat +|et|§2 sinat+& Ocosaty.

1€lo e- 29 g 1€lo e-29 %
Realdel respektive imaginérdel av den komplexaldsningen ger tvareellalinjart oberoende |6sningar.

i i 885 0 2cos4t 5
.I.Rez:xlze"ii?ocow-ee sm4trv) e’ 0

1 €lo e- 20 ecosdt +2sin4 tg

1

i 1 2sindt

limz= X,=¢€ ieg03|n4t+eeo cos4t &€ ©

i i€le g esin4t- 2cos4tg
Den allménnalésningen ges av en linjarkombination av de tva linjart oberoende |Gsningarna.

e 2cos4t Y- 2sin4t o

X =6X, +tcX,=ce

3 . +C Y .
ecosAt +2sindtg 2 é&sindt- 2cos4te
eller med hjélp av en fundamentalmatris

ae2e‘tcos4t 2e'sin4d t 9@0

e ‘(cos4t+2sin4dt) e'(sindt- 2cos4t)£Co

c) En partikel placerad i punkten (3,4) kommer efter 1ang tid att hamnai origo,
ty komplexa egenvarden med negativ realdel ger en indtgéende spiral.



SVAR: @) Seovan.
2cos4t 5 . 2sin4t )

@ g

b) Den allmanna |6sni a X=CcX, +CX,=C€E . +Cc,e ¥ . .
) Den allménnaldsningen & AR A ecoAt+2sindtg 2 é&indt- 2cos4dte

c) Partikeln kommer att hamnai origo.

d
13.a L& Yy, varaenicketrivial I6sning till den homogena differentialekvationen d—y +P(x)y = 0.
X

) T N - dy
Hérled den allménnal6sningen till den inhomogena differential ekvationen Ix +P(X)y = f(x).
X
b. Antag att Y, & en |6sning till differentialekvationen y@- h(x)y =0 dar h(X) ar kontinuerlig

paettintervall (a,b) (y,(x)* O paintervalet). Visaatt y,(X) = y;(X )0— ar en annan losning.

(% (x))*

Visavidareatt y, och y, ar linjart oberoende.
cy= 1 & en l6sning till differentialekvationen y - % y =0. Bestém den allménnal6sningen.
X X
L dsning:
a Vi ansétter y(X) = z(X)y,(X) .
D4 ger den inhomogena differentialekvationen z§x)y,(X) + z(X) yf(X) + P(x)z(X)y,(X) = f(X) .
Omformning och utnyttjandet av att Y, & en [6sning till den homogena differential ekvationen ger
26x)y,(X) + 203 () + POOY;(x)) = f (%)
Z‘(X)y1(>f<)( ‘)f (X)
X
z¢x) =
¥(x)
Integreramed avseende pd X: ZX) = (‘)% dx + C, dar C, & en godtycklig konstant.
VX

Den allménnaldsningen & y(X) = z(X)y; (X) =C,y,(X) + yl(X)(‘f%X)) dx

b. Vi ansétter y(X) = z(X)y,(X) . Inséttningi y@- h(x)y =0 ger z&y +2z¢/g+ zf- hzy, = 0.
Y, @ enlésningtill y@- h(x)y =0 ger z&®y +2z¢/¢=0. Reduceraordningen.
Sétt u(X) = z¢X) vilket ger udy, + 2y@ =0.

Omformning och integration ger u_. M Inlul =-2Inly|+InC|, u= iCliz = %
u Y1 Yi %

z€x) = vilket integreras med avseende pa X: ZX) = CQOLz +GC,.

( 1( )) (%2(x)
Dé erhélles den allmannalésningen y(X) = z(X)y; (X) = C,y,(X) + Czyl(x)o((—))
Lsningen bestdr av en linjarkombination av tv&losningar Y, (X) och Y, (X) = y,(X )Om

1

Viseratt y,(X)1 Ay,(X) dar A & enkonstant. Y, (X) och Y, (X) & linjért oberoende.
c.Enav 1 linjart oberoende losning & Y, (X) = 1o LZ

y= » J gary, 1, 3

X

e 1
Den allménnalésningen gesav y(X) = ¢, = +C,X .
X



SVAR: a Den almannalosningen & y(X) = C y,(X) + yl(x)(‘):%dx.

1
b. Seovan. c. Den alméannaldsningen gesav y(X) = ¢, — +C,X°.
X

14. En stréng & inspéand pa x-axeln sd att den har sinaandari X =0 och x =1.
Vidtiden t = O befinner den sigi vilamen utsétts for ett slag med en stamgaffel.

i 3 5
V ,—<x<-
Detta ger stréngen en begynnelsehastighet givenav g(X) = 8 8 .
to , for ovrigt
2 2
Bestam forflyttningen u(X,t) davagekvationen W = ? satisfieras.

L&sning:
Variabelseparationsansatsen u(X,t) = X(x)T(t) ger X&I = XT®.

Utfor divison med XT och daerhdlles X—X@: -%E: konstant =A .

Den partiella differential ekvationen dvergdr i ett system av ordinéra differentialekvationer.

| X®- AX=0

iTe-AT=0

Randvillkoren u(0,t) =u(l, t) = 0 overgdri X(0) = X@) =0.

Icke-trivialaldsningar som uppfyller differential ekvationen och randvillkoren erhdlles for

A<0, A=-u®, ul R ochdessalosningar har formen X(X) = Acosux+ Bsinux .
Randvillkorenger A=0, u =np.Vifar X(x) = B, snnpx .

Motsvarande |osningar till "T-ekvationen” & T(t) =C_ cosnpt + D sinnpt .

Begynnelsevillkoret u(x,0) =0 éverg&ri T(0) = 0.

Dettavillkor ger C, = 0 ochvi f& T(t) =D, sinnpt .

Funktioner som uppfyller differentialekvationen, randvillkoren och begynnelsevillkoret u(x,0) =0 & pa
formen u (Xx,t) =b, Sinnpx sin npt . Linjarkombinationer av sddana |osningar & ocksé |osningar.

¥
Vi far u(x,t) = é b,sinnpx sin npt . Nu &terstér endast att bestamma koefficienterna

n=1
"‘V ,§<X<§
i '8 8.

Dessa f&r med hjalp av villkoret ﬂ'I(X, 0)=9(x) =
ot to , for ovrigt

¥ ¥
Hastigheten & (;—l:(x,t) = é b,npsinnpx cosnpt vilket ger g(x) = é b,npsinnpx .
n=1

n=1
K oefficienterna & fourierkoefficienternavid utveckling av g(X) i en sinusserie.
1 %
. “ g 2V
Vi erhdller b .np = 2 O9(x)sinnpxdx =2 )V sinnpxdx = — (cosﬂ) - cossﬂ) :
1; ¥ np 8 8
8
Koefficienternablir b, = 5 (cosﬂ) - cos%) :
np) 8 8
S . : 2V n 5n
Forflyttningen & u(x,t) = é b,snnpx sinnpt dé&r b, = > (cos3 P cos IO).
n=1 (np) 8 8

3 . . . 3np 5np
SVAR: u(x,t)= @ b,sinnpx sinnpt dar b, = (cos— - cos—-).
e (np)” " 8 8




15. Sjungandes sangen "Vi ga 6ver daggstankta berg fallera..." kommer en grupp studenter fram till en bro.
Gruppen marscherar taktfast 6ver bron med forsumbar inre ddmpning.

Awvikelsen , i mm, y(t) frénjamviktslaget frén brons mittpunkt antas for t >0 vara bestdmd av ekvationen
999

y@+y =f(t),dar f(t)= a 5o (t- n2p) & stétpakanningen orsakad av marscherandet. § (t) & som
n=0
vanligt Diracs deltafunktion. t, tiden, métsi sekunder.
a) Bestam y(t) for t >0 om y(0) =y0) = 0.
b) Bergknaviasvaretia) y(t) for 0<t <2p, 2p<t<4p, 4p <t<6p.
Hur kan man férmodaaatt y(t) serutfor (n- 1) Xp <t<nx2p ?
Har man skél att tro att bron rasar till slut ?

L 6sning:
999
a) Vi laplacetransformerar ekvationen szY(s) - sy(0) - y&0) +Y(s) = é 5g "%
%39 - n2ps n=0
Vi fé&r Y(s) = .
i far Y(s) a0 11
990 999
Atertransformera y(t) = g 5sin(t- n2p)U (t- n2p) =5sintg U(t - n2p).
n=0 n=0

b) For O <t < 2p:ger endast n = O bidrag: y(t) = 5sintXL = 5sint .

For 2p <t< 4p:gerendast n =0, :bidrag: y(t) = 5sintx(1 +1) =10sint .

For 4p <t< 6p:gerendast n=0, 1, bidrag: y(t) = 5sintx(l +1+1) =15sint .
Detinsesatt for (n- 1) X2p <t <nx2p med N <999 blir y(t) = 5nsint .

For t >9992p fas y(t) = 5000sint .

Detta innebér att den maximala amplituden for brons svangningar &r 5 meter !

Bron har antagligen rasat dessforinnan.
999

SVAR: @) Awvikelsen gesav y(t) = SSinté_ U(t- n2p).
n=0
b) | de aktuelladelintervallenblir y(t) : 5sint, 10sint, 15sint respektive 5nsint .
Bron har antagligen rasat.



