Losningsforslag till tentamensskrivning i Differentialekvationer I, SF1633(5B1206).
Onsdagen den 20 oktober 2010, kI 0800-1300.
Tillatet hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 ar avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter. For betyg E kravs 3 godkédnda
moduler.

Del 2 ar avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.

For betyg A kravs forutom 3 godkanda moduler aven 15 poang pa del 2.

For betyg B kravs forutom 3 godkanda moduler aven 11 poang pa del 2.

For betyg C kravs forutom 3 godkanda moduler dven 7 poang pa del 2.

For betyg D kravs forutom 3 godkanda moduler aven 3 poang pa del 2.

De som har registrering pa 5B1206 erhaller betyg enligt nedan.

Tentamen ar tvadelad.

Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 3 uppgifter. For betyg 3 kravs 3 godkanda moduler.
Del 2 ar avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poédng.

For betyg 5 kravs forutom 3 godkanda moduler aven 14 poang pa del 2.

For betyg 4 kravs forutom 3 godkanda moduler aven 8 poang pa del 2.

Uppgifterna 11, 12 och 15 ger 4 poing vardera.
Uppgift 13 ger 3 poang. Uppgift 14 ger 5 poang.

Examinator: Hans Tranberg.
Del 1

Modul 1.

I en tank finns ett stort antal molekyler. Om tva av dessa krockar bildar dessa en ny molekyl
och darfor minskar antalet molekyler hela tiden med en hastighet som 4r proportionell mot
kvadraten pa antalet molekyler. Vi gor tva matningar med 10 sekunders mellanrum och
marker att vid den andra matningen finns halften sa manga molekyler som vid den forsta
matningen. Efter hur lang tid finns det en fjardedel av det ursprungliga antalet molekyler kvar
som fanns vid den forsta matningen ?

Losning:

Lat antalet molekyler vid tiden 7 ges av M (¢).

Antalet molekyler minskar hela tiden med en hastighet som ar proportionell mot kvadraten pa

dM (t
antalet molekyler. Detta ger oss differentialekvationen d( ) =—k(M(t)), dar
t

proportionalitetskonstanten k ar storre dn noll. Differentialekvationen ar separabel.
1 dM(t)

(M(1))> dt

Omformning ger — = k . Integrera med avseende pa 7.

Da erhalles

1
=kt+C.
t)

M
Vi stiller upp villkoren. ¢ = 0MM = M (A= 100} = 7°L‘,EI= t M =—"L.



Det aterstar att bestamma ¢ .

1 2 4
Inséttning ger —=C , —=10k+C och — =kt +C.
MO Mo Mo
2 1
——— —=10k vilket ger k= ——.
M, M, 10M,
4 4 1 1
Inséttningi — =kt +C ger —= t.+—— vilket ger t =30.
M, M, 10M," M,

SVAR: Den sokta tiden ar ¢ = 30 sekunder.

Modul 2.

-1
En partikels lage bestams av systemet X’ = [1 | ]X Bestam systemets allmanna 16sning.

1
Vart tar partikeln vagen da ¢ vaxer obegransat om partikelns lage uppfyller X(0) = [2j ?

Losning:

Vi bestammer matrisens egenvarden och tillhorande egenvektor.
-4 -1

Egenvardena erhalles ur ekvationen 0 = ‘ L o1-a =(1-A1)Y+1.

Egenvardena ar komplexa och A =1=£i. Realdelen av egenvirdet ar storre an noll.
Detta medfor att partikeln forsvinner utat.
Vi bestammer egenvektorn till ett av de komplexa egenvardena.

-2 -1
Tag A =1+1i. Insattning i det homogena systemet [ 1 1 le =0

—-i -1 i
ger [1 ,]KzO.Enlbsning'ar K:(lj.
—i

i :
En komplex losning iar Z = (Je(”’)’ . Tva linjart oberoende losningar ér real- och
imaginardelen av den komplexa l16sningen.

0 1
Vi skriver forst om den komplexa losningen. Z = ¢' {(1 ] + i(o]} (cost+isint).

1[0 1) . [ —sint
X, =ReZ=e cost — sintp=e
1 0 [dos?
(0 . 1 [ cost
X,=ImZ=e sint + costr=e| _
1 0 Sint

Den allménna losningen ges av
[ —sint [ cost
X=cX,+cX,=ce +ce|
[dost Eint
SVAR: Partikeln forsvinner utat.

—sint cost
Den allménna losningen ges av X =¢ X, +¢,X, = ¢,€ +oe|
[dost [Sin?



Modul 3
For funktionen f galler: f(t+2m)= f(t) och f(t)=t'IBw<t<7T.

1 - (1)
Ange dess fourierserie och bestam utgaende fran den summorna 2—2 och 2 2) :
n=1 n n=1 n

Lsning:
Enligt BETA 13.1.13. har f(t)=1",—n<t<m, f(t+2m)= f(t) fourierserien :
n’ nmn 1
— =—+4) (-1)"—cosnt.

3 T 3 2;( o

2

T - 1
f tilldelas fourierserien: f(¢)~ ) + 42(—1)” —cosnt,
n

n=1
(OBS! cosinusserie pga jamn funktion.)
For berdkning av de sokta seriernas summa insattes lampliga véarden.
Vi valjer ¢ = 0 respektive ¢ = . f ar kontinuerlig och f” ar styckvis kontinuerlig.
Fourierserien konvergerar mot funktionsvérde 1 dessa punkter.

1 ! n’
For t = 0 erhalles: 0—?+42( f 2( f = 17

n=1
cosniw i 1 71'2
v 2T =
‘o n 6

? -
For ¢ = 1t erhilles: 7° = — Z
n=1

2

1
SVAR: f tilldelas fourierserien: f(t)~ ? + 42(—1)” —cosnt .
n

n=1
2

1 T o 1
De sokta seriesummorna ar: 2% =5 respektive z Pl
n=1 =11
Anm.
Fourierkoefficienterna kan beraknas enligt foljande:
L2 7r3 27 1 o 4(-1y"
= J dt =——= 3 och a, —Jt cosntdt = {partiell integration} = ... = >
n
Del 2
11. Bestam en kontinuerlig 16sning till begynnelsevardesproblemet
y 5 x, 0<x<1 0 =2
—+ = = N = 2.
et + 22 =0, fo) =100 70
Losning:
Den givna differentialekvationen ar linjar av forsta ordningen.
J 2xdx

Multiplicera ekvationen med en integrerande faktor. En sadan integrerande faktor ar e
dy e“zx, 0<x<«l

Vierhller da ¢* == +¢* 2xy =
dx 2 {0 , x21

2
e“x, 0<x<l1

d 2
Vinstra ledet kan nu skrivas en derivata: —{ex y} =
dx 0o ,x2>1

[16 +C,, 0<x<l1
Integrera med avseende pa x : e y— 2 .

C, , x=>1

=e

xZ



1 3
Utnyttja forst det givna begynnelsevillkoret y(0) = 2. Detta ger 2 = 5+ C ., C = 5

1 3 ¢
[— +—e , 0<x<1
Insatt ovan ger y =42 2
2

C,e™ , x =1
Det aterstar att bestimma den andra konstanten.
Den sokta losningen skall vara kontinuerlig.
Da skall hoger- och vanstergransvardet for losningen i x =1 vara lika.

1 _ _ +3
Detta geross —+—¢  =Cye” , C,= c
2 2 2
[ﬂ L 0<x<l
SVAR: En kontinuerlig Iosning till begynnelsevirdesproblemet ir y = 4 32
{e il e , x>1
2
. . , x'=3x+y*+2
12. Bestam och klassificera de kritiska punkterna till systemet: y ,
y=x -y
Losning:
Bestam forst de kritiska punkterna. I de kritiska punkterna ar tangentvektorn lika med nollvektorn.

X \ Bx+y>+2
Tangentvektorn | | ) = .
y

X - yz
Vi erhaller foljande icke-linjara ekvationssystem:
[—3x+y2 +2]_ (0\ {xz —3x+2=0 {(x —1)Xx-2)=0
-y ) \0)7 [y =4x Ty =%x '
De kritiska punkterna ar: (1,1), (1,—1), (2,2) och (2,-2).
For att klassificera de kritiska punkterna studeras dessa lokalt. Vi kan da antingen infora ett nytt

koordinatsystem med origo i den kritiska punkten och ta med den linjara delen av systemet eller
direkt bestimma Jacobimatrisen i den kritiska punkten. Vi valjer det senare.

-3 2 \

2x 2y)
Insattning av respektive punkt ger oss en matris, vars egenvarden avgor typ och stabilitet.
Egenviardena A bestammes ur ekvationen 0 = det(A — AI), dar A #r Jacobimatrisen i punkten.

a) Punkten (1,1) ger g’(1,1) = (_23 —22) och

-3-1 2 5, 17 5+17
=V +5A+2=(A+>) —— ed ardenad = —— "
o) 22 > 4 med egenvardena > .

Skilda reella egenvarden som ar negativa innebdr att den kritiska punkten ar en stabil nod.

b) Punkten (1,—1) ger g’(1,-1) = (_23 _22) och

X (—Bx +y2+2

Tangentvektorn [ , )z j = g(X) ger oss Jacobimatrisen g’(X) = (
y

32 _yz

-

— 92 90— _
g FRAm2=-D(A+D),

Skilda reella egenvarden med olika tecken innebar att den kritiska punkten ar en sadelpunkt och
darmed instabil.

_‘—3—& -2




c) Punkten (2,2) ger g'(2,2) = (f _t) och

-3-1 4 7 65 -7+ /65
=A+TA-4=(A+2) —— 1ed ardenad = ——
4 4_ 2 > 4 med egenvirdena > .
Skilda reella egenvarden med olika tecken innebar att den kritiska punkten ar en sadelpunkt och
darmed instabil.

d) Punkten (2,-2) ger g’(2,-2) = (_43 _44) och

-

-3-1 4 1 15 1+iv15
o:‘ =A-A+4=A- =2V +— qed ardenad = —
4 42 ) 4 med egenvirdena > .
Komplexa egenviardena med positiv realdel innebar att den kritiska punkten ar en instabil
spiralpunkt.

Ovanstaende galler aven for det icke-linjara systemet.
SVAR: (1,1) ar en stabil nod.

(I, —1) och (2,2) ar sadelpunkter och darmed instabila.
[P, —-2) #r en instabil spiralpunkt.

13. Tva linjart oberoende losningar till den homogena differentialekvationen x°y” + axy’+ by =0
gesav y, =x och y, = x°. Vidare finns det en motsvarande inhomogen differentialekvation

med partikularlosningen y, = xInx . Bestam den inhomogena differentialekvationen.

Losning:

Insattning av losningarna i differentialekvationen ger foljande system:

{yl =x=x 0+ axl+bx =0

¥, == ¥ 2+ ax2x+bx> =0

a+b=0 b=2
242a+b=0 |la=-2"

Den homogena differentialekvationen ar x°y” —2xy +2y =0.
En partikuldrlosning ar y, = xInx vilket insatt i vinstra ledet ovan ger den inhomogena

differentialekvationens hogerled.
1 1

Vi far x°——2x(Inx +x—)+2xInx = —x.
X X

Var sokta differentialekvation ar x°y” —2xy +2y =—x.
SVAR: Den sokta differentialekvationen ar x’y” —2xy +2y =—x.

1
14. a. Rita grafen till funktionen given av f () = 2—U (t,+a-0)(t—(t, —a)),
a

10 > 0
OC@<0

Bestam darefter dess laplacetransform samt bestim lat a ga mot noll i transformen. (2p)

dar U(v) = {

3
b. Bestim y(%) da y(z) satisfierar differentialekvationen y” +2y"+ 5y =26(t — g)
MmEamt uppfyller villkoren y(0)=13'(0)=0. (3p)



Losning:
1

a. Vi analyserar forst f, (1) = 2—U (t,+ra-)(t—(t,—a)).
a

I, +a—t>0 1I:IEEL+a>tE
00 +a—-1t<0 O, +a<t
10— (¢, — 1 —
I - (1, a)>0|]]:ﬂ/(t—(to—a)):{um>(t0 a)
OCIA- (t, —a) < 0 OCIA< (1, — a)

Detta ger oss att grafen far foljande utseende.

U(t0+a—r)={ |]]1V(t0+a—t):{

Ui—(t, —a))={

lh—a ln tata

Vi bestammer funktionens laplacetransform och anvander oss av dess definition.
fo+a

T 1 1
L — — st d — —sz_d — —s(ty—a) _ —s(ty+a)
AG) _(’).e finyde= | e di=——(e g S0ty

2as

th—a

— st

e (eas _ e*dj‘)
2as

Vi hyfsar uttrycket L{ fa(t)} =
Lat a ga mot noll i transformen. Vi Taylorutvecklar parentesen och far
L t — eas _ e*llS —

{f“( )} 2as ( ) 2as

e e
limL{f,(t)} =lime™ (1+ O(a)) = ™™

(I1+as—(1—-as)+0(s*)) =e 1+ 0(a))

b.

Laplacetransformera differentialekvationen: $Y (5) = sy(0) = y'(0) + 2(sY (s) — y(0)) + 5Y (s) = e 2

T

-2 s+2 26_55
Y(s)(s*+2s+5)=2¢ 2+s5+2 Y(s)= n
(5) s +25+5 sP+2s+5
1

s+1+-2 P T
Y(s)= 5 + —e ?

(s+1)"+4 (s+1)"+4
Atertransformera

1 _uF
y(t)= et(cos2t+§sin2t)+U(t—%)e ( 2>Sin2(t— g)

SVAR:



a.

L{f.0}=

b.
Differentialekvationens 16sning ar

— ST

e 0
e” —e ) och limL Hi=e
oo € ) och lim L{, (D)}

1 _uF
y(t)= et(cos2t+§sin2t)+U(t—%)e ( 2>Sin2(t— g)

15. Bestam alla losningar pa formen u(r,0) = R(r)®(0) till differentialekvationen
du 1ou 1 du
(N [ n-— + ——+ — —
o’ ror r’o6’
i de fall dar ” r -ekvationen” har losningar pa formen Cr”, p ar en reell konstant.
Losning:
Vi anvander variabelseparationsmetoden. Sitt: u(r,0) =R (r)O(0).
Insattning i differentialekvationen ger: R”(r)©(0) + %R’(r)@)( 0) + r—lzR (nNO®”(6)=0.
I ~r’R”(r) N rR’(7r) N 07 (0) _
R(NO(O)  R(1) R(r)  ©(0)
*R” (r) N R'(r)  ©7(0)
R(D  R(H  O)
Den partiella differentialekvationen Overgar i ett system av ordinara differentialekvationer.
{rzR"(r) +rR'(r)=AR(r)=0
0”(0)+10(0)=0
Vi behandlar de tre fallen: A >0, 1=0 resp A<0.
A>0, A=u’, nerR
{rZR”(r) + R (r)— *R(r)=0
©”(0)+u’0(0)=0
Vi bestammer forst losningar till "r-ekvationen". Satt: R (r) = r”.
Insattning ger: " p(p =)’ +rp ™ =’/ =0, (" —u*)’ =0, p==+u.
R(rn=Ar"+Br*
O(0) =C,cos U6 + D, sinu6
u(r,0) =R(O0)=(A /" +B,r" XC,cosud + D, sinu6).

=0

Multiplicera med

= konstant = 4 .

Systemets losningar blir: {

A=0
{rR”(r) +R'(r)=0
07(0)=0

A
Vi loser "r-ekvationen": (rR’(r))’ =0, rR'(r)=A, R'(r)=—, R(r)=Alnr+B.
r

Den erhéallna losningen ar ej pa onskad form.

A<0, A=—u’, neRr




PR”(r)+ rR'(r)+ W’R(r) =0
Q”(0)—u*0(6)=0
Vi bestammer forst losningar till "r-ekvationen". Satt: R (r) = r".
Insattning ger: " p(p — )" +rp? " + 1’/ =0, (P> +u’) =0, p==+iu .
Ger inget bidrag till losningarna, ty p skall var reellt.
SVAR: De sokta losningarna ar pa formen
@(r,0)=R(rO(0)= (A, +B,r" XC,cosuu6 + D, sinu6).
Aven linjarkombinationer av dessa losningar dr 16sning till den givna differentialekvationen.



