Tentamensskrivning i Differentialekvationer I, SF1633(5B1206).
Fredagen den 27 maj 2011, kI 0800-1300.
Tillatet hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant sitt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 ar avsedd for betyg E och omfattar 3 uppgifter. For betyg E kravs 3 godkdnda moduler.
Del 2 ar avsedd for hogre betyg, A, B, C och D, och omfattar totalt 20 poang.

For betyg A kravs forutom 3 godkanda moduler dven 15 poing pa del 2.

For betyg B kravs forutom 3 godkédnda moduler dven 11 poang pa del 2.

For betyg C kravs forutom 3 godkédnda moduler dven 7 poang pa del 2.

For betyg D kravs forutom 3 godkianda moduler dven 3 poang pa del 2.

De som har registrering pa 5B1206 erhaller betyg enligt nedan.

Tentamen ar tvadelad.

Del 1 4r avsedd for betyg 3 och omfattar 3 uppgifter. For betyg 3 kravs 3 godkanda moduler.
Del 2 ar avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar totalt 20 poing.

For betyg 4 kravs forutom 3 godkanda moduler aven 8 poang pa del 2.

For betyg 5 kravs forutom 3 godkanda moduler aven 14 poiang pa del 2.

Uppgifterna 11-15 ger 4 poang vardera.

Examinator: Hans Tranberg.

Del 1

Modul 1.

En termometer tas inifran en bastu och ut, dir temperaturen ar -10°C.

Efter 1 minut avlases 30°C och efter 2 minuter avlases 10°C.

Vad 4r bastuns temperatur?

Ledning: Antag att Newtons avsvalningslag galler, dvs att avsvalningshastigheten 4r proportionell mot
temperaturdifferensen.

Losning:

Lat T'(t) vara termometerns temperatur vid tiden 7 .

Vid tiden £ = 0 sammanfaller termometerns temperatur med bastuns temperatur. Bestam 7' (0).

dTr

Enligt den givna ledningen giller att d_ = k(T —T,), dar k %r en proportionalitetskonstant.
t
Den allmanna losningen skrivs som summan av den allmanna homogena losningen och en partikularlosning.
Vi erhaller: T'(t) = Ae" + T, = {To = —10} = A" -10.
Bestam konstanterna med hjalp av villkoren.
1
T(1)=30=Ac" -10 |Ae" =40 | = - R = —In2

_ A2k 2k _
T(2)=10=Ac* 10 [Ae* =20 |, _ 0 «_q9

Termometern har temperaturen 7'(¢) = 80e™"* —10=80-2""—10.
Bastuns temperatur ar 7(0)=80-2"-10=70.

SVAR: Bastuns temperatur ar 70° C.
Modul 2.

3

-2 1
4 _1) ar A, =14 2i . En tillhorande egenvektor ar K, = (1 —i}

Ett egenvirde till matrisen A = (
(3 =2
Bestim den allménna losningen till systemet av differentialekvationer X = 4 1 )X

Avgor vad som hander efter 1ang tid med en partikel som placeras i punkten (2,3),
da partikelns rorelse styrs av ovanstaende system.



Losning:
Realdelen av A, =1+ 2i gesav Re A, = 1> 0 ger att partikeln avlagsnar sig obegransat fran startpunkten.

Vi har nu en komplex 1osning till systemet. Z, = e(1+2i)t[1 ) =e'(cos 2t +isin ZI){[I\ + l( )}

Genom att ta realdel respektive imaginardel av den komplexa losningen erhaller vi tva reella linjart oberoende losningar
till systemet.

X =o' cos 2t \OC X =e’[ sin 2¢ \

cos2¢ +sin 2z sin 2t —cos 2t )’
e'cos 2t sin 2t
Systemets allminna losning ir X = ¢, X, + ¢, X, =¢, ] +c, ) .
e'(cos2t +sin2r) e'(sin2t —cos2t)

e’ cos 2t e'sin 2t
SVAR: Systemets allménna losning arX = ¢,

e'(cos2t +sin2r)

Partikeln avlagsnar sig obegransat fran startpunkten.

2 e'(sin2t — cos2t))

Modul 3.

Bestam den losning till den partiella differentialekvationen
du ou
——-10—=40u
o dy

som uppfyller villkoret u(x,0) = 35¢ 7 +17e™

Losning:
Vi separerar variablerna: u(x,y) = X(x)Y(y).
Insittning i den partiella differentialekvationen ger: X'(x)Y(y)— 10X (x)Y’(y) =40 X(x)Y(y) .
Xl Yl X/ Yl
Dividera med 10X(x)Y(y): YO _, X0 _YO)  y_yonciant = 4.
10X(x)  Y(y) 10X(x)  Y(y)

X'(x) —10AX(x) = 0
V() -(A-HY(»)=0

Vi erhaller ett system av linjara differentialekvationer: {

1 0Ax A—4 10Ax+(A—4)y
Be( )y — ABe +( )y

X(x) = Ae'™
u(x,y) = Ae

Y(y) = Be""™”
Linjarkombinationer av losningar ar 16sning.
Den losning som uppfyller det givna villkoret ar pa formen:

10Ax+H A-4)y
u(x,y)= ZCA e AT
V2

Det aterstar att bestamma koefficienterna.
Villkoret u(x,0) =35¢ " +17e* ger: u(x,0) =35¢~" +17e* =D ¢, '™
VA

3xH(-=-4)y dx+(Z-a)y
Identifiering ger: u(x,y) = 356 0 417 10

43 4 36

—3x—y X = —

SVAR: Den sokta losningen ar u(x,y) =35¢  '0 +17¢ 'O,



Del 2
11. Bestam y(Tr) da

V/q
y” +9y =18U(t —5)cos3t
och y(0) =7 och y’(0) =9, U(t) ar Heavisides stegfunktion.
Losning:
Hogra ledet kan omformas
T 3t . .3t . ) T
cos3t =cos3(u+ —) =cos3ucos— — sin3usin— = sin3u = sin3(t — —)
2 2 2 2
Vi far
T T
y”+9y =18U(t —5)sm3(t - E)

Laplacetransformera differentialekvationen: SZY(S) —sy(0) =y’ (0)+9Y(s) = 18¢ 2 e
s+

7s+9  Sde ?
2 + 2 2
sS+9 (s+9)

Inséttning av villkoren och hyfsning ger: Y (s) =

Atertransformering ger: y(¢) = 7cos3t+3sin 3t + U (¢ — %)(sin 3(t — g) e (e %) cos3(r— g))

Inséttning av £ =TT ger (M) =—7—1=-8.
SVAR: Det sokta funktionsvirdet ar y(1)=—7—1=—8.

12. Ett stim nagot orkeslosa mortar befinner sig i en sjo med icke-stillastaende vatten.
Det strommande vattnet beskrivs av systemet

dx
=y
4dy
[E=(x—y)(l—x—y)

Bestam vart mortarna skall bege sig for att fa lugn och ro. Detta ar liktydigt med att man bestammer systemets kritiska
punkter samt undersoker vilka av dem som ar atminstone stabila.
De kritiska punkternas typ behover ej anges.

Lbsning:
I de kritiska punkterna &r hastighetsvektorn lika med nollvektorn.
Vi far
{O = y(2 +x)
0=(-yl-x-y)

Detta system har foljande losningar: (0,0), (1,0), (-2,-2) och (-2,3).

For att undersoka de kritiska punkternas karaktar linjariserar vi med hjélp av Jacobimatrisen.

Insattning av respektive kritisk punkt i Jacobimatrisen och bestamning av matrisens egenvarden ger oss mojlighet att
bestaimma karaktaren hos den kritiska punkten.

_ y 2+ x \_ y 2+x\
J(x’y)_[l—x—y—x+y —l+x+y—x+y)_[l—2x 2y-1)
0.0 (1.0) (:2.-2) (:2.3)
(o o2y, (0 3y P A T R
J(0,0) = R J(1,0) = 1 _1)—3 J(-2-2)= 5 5)7 J(-23)= 5 5)°

Egenvirdena erhalles ur ekvationen 0 = det(A1—A T) dir A1 ar den aktuella matrisen.
(0,0)



o
0= =L +A-2=(A-1)(A+2)
I -1-4
Egenvardena har skilda tecken. Instabilt.
1.0)
-2 3 1 11
0= =X +A+3=(A+=) +—
-1 -1-1 2 4
Egenvardena ar komplexa med negativ realdel. Stabilt.
(-2.-2)
Egenvirdena ar -2 och -5. Stabilt.
(-2.3)

Egenvirdena ar 3 och 5. Instabilt.
Mortarna kan fa lugn och ro i tva punkter: (1,0) och (-2,-2)

SVAR: Mortarna far lugn och ro i punkterna (1,0) och (-2,-2).

13. Visaatt {l, et, e_t} kan bilda en fundamentalméngd av losningar till en homogen
linjér differentialekvation med konstanta koefficienter.
Vidare ar y = te' en partikularlosning till motsvarande inhomogena differentialekvation.
Bestam en sadan differentialekvation samt ange dess allméanna losning.
Lbsning:
Vi undersoker om de givna funktionerna ar linjart oberoende.

1 e e
Bilda Wronskideterminanten W(1, e, e_t) =10 ¢ —e'|=1+1=2=#0.

0 ¢ e
Den givna funktionsmangden kan vara en fundamentalméngd av losningar till en homogen linjar differentialekvation
med konstanta koefficienter. Vi bestammer en sadan differentialekvation.

En homogen linjar differentialekvation med konstanta koefficienter av tredje ordningen kan skrivas som
(D—a)(D—b)(D —c)y =0 dar konstanterna ar rotter till den karaktaristiska ekvationen.

Dessa rotter ar i vart fall: O, 1 och —1 . Det innebir att differentialekvationen har formen
D(D-1)(D+1)y =0, (D’ — D)y eller y” —y =0.

Nu over till den inhomogena differentialekvationen.

Insittning av y, = te' i y” — ¥ ger hogra ledet i den inhomogena differentialekvationen.

V' —y =—(e' +te') +3e' +1e' =2

Differentialekvationens allmanna Iosning ges av allmdnna homogena ldsningen plus en partikularlosning.
Den allmanna homogena losningen 4r en linjarkombination av de fundamentala losningarna.

Vifir y=C, 14 C, € +C,-e" +te'.
SVAR: Den sokta differentialekvationen ar y” — y" = 2¢" och
dess allminna losningar y= C, -1+ C, ¢ +C,- e +te'.

14. a. Vad menas med att tva funktioner ar ortogonala pa ett intervall 0 < x < L ?

b. Undersok om foljden {I, cosx, cos2x, cos3x,...cosnx,... } u ortogonal pa intervallet 0 < x <7TT.
c. Vad menas med att en reellvird funktion f #r periodisk med perioden 7" ?

n=0,1,2,3,.... sdatt sSin2x = Zan cosnx da0<x<r.
n=0

d. Bestam koefficienterna a

Losning:

L
a. Tvé funktioner, f och g, 4r ortogonala pa intervallet [0, L] da J f(x)g(x)dx =0.
0



T
b. Vi undersoker om '[COS nxcosmxdx=0 med n #m .
0

1 T
V.L.= 5 J(cos(n —m)x + cos(n + m)x)dx
0

Vs

V.L.= l|:;sin(n —m)x+ #sin(n + m)xj| =0=H.L.
21 (n—m) (n+m) 0

T 1
1 .
For n=0,0h # 0 erhilles J.l cosmxdx = |:—smmx:| =0
m
0 0

c. Den reellvirda funktionen f r periodisk med perioden T da f(t+T) = f(t) foralla f .

d. Koefficienterna a, ,n =0,1,2,3,.... ar fourierkoefficienterna for den jamn funktion,

som pa intervallet 0 < x < 7T gesav f(x)=sin2x.

2% . 15, .
Koefficienterna ges av a, = — J. sin2x cosnx dx = —J{sm(2x + nx) +sin(2x — nx)} dx
T T
0 0

4, =~ [ {sin((n+ 2))+ sin(@ = M)} dv = n % 2} = 1[_ cos(n+2)x _ cos(2—n)x }
T TT 0

n+2 2—n
g 2] [1—cos(n+2)1t+1—cos(2—n)1t} _l—cosnn[ Lo, :|_1—Cosnn 4
n_n n+2 2—-n T n+2 2-n - 4_n2
0,om n éar jamnt # 2.
“ Lz,omn'arudda.
(n"-4)
27 1 .
a, =— |sin2xdx =—| —cos?2 =0
0 756[ n[ cos x]o
17 1 n
Vidare giller a, = _J{Sin4x}dx — _|:_ Cos 4x:| ~0
TEO T 4 .

Anmirkning: En annan losningsvariant pa uppgift d ar att forst multiplicera Sin2x = ZGn cosnx

n=0
med COSMX och direfter integrera dver intervallet 0 < X < 7T och utnyttja ortogonaliteten hos foljden
{1, cosx, cos2x, cos3x,...cosnx,... }

SVAR: a. Se ovan. b. Funktionsfoljden 4r ortogonal. c. Se ovan.
d. Koefficienterna

0,om 7 ar jamnt.
a = 8

————,om n dr udda. .
m(n°-4)

15. Om ingen fisk tas upp ur en sjo si varierar méngden fisk, y(¢) [ton], i sjon med tiden 7 [ &r] enligt
differentialekvationen

y'Zz( —%) , y>0 ,dira=6 [ar] och b= 60 [ton].
a



Nu borjar man fiska ut ¢ [ton] fiskar per ar, (C ar en positiv konstant).
a.  Ange differentialekvationen for y som da galler.

b. Ange det kritiska varde pa ¢ som inte far overskridas
om det skall finnas négon jamviktslosning > 0.
c. Da c ligger under detta kritiska vérde finns det en stabil jamviktsnivd y, >0 for mangden fisk.

Bestdim Y, som funktion av C.
Lsning:

a. Den korrigerade differentialekvationen blir y' = X( - %) —C.
a

Med de givna vardena pa konstanterna far vi

,y( yj _y(60—y)  y(60—y)—360c
—C=—-—C=

=2 1=
6 60 360 360

b. Jamviktslosning erhalles da f(y) = 0.
Dair y* —60y+360c=0 , (y—30)* =900 — 360c = 180(5 — 2¢) .

=f(y) .

Reella Iosningar och storre @n noll erhélles da ¢ < —.

For ¢ > — existerar inga jamviktslosningar.

Jamviktslosningarna ar y = 30 £ 4/180(5 — 2¢) .

c. Vibestammer den stabila jamviktslosningen y,, genom att studera tecknet hos f “( Yo ).
Jamviktslosningen r stabil om f’(y,) <O och instabil om f’(y,) >0.

60 -2 30—
fy)= 360 L 180y och insittning av jamviktslosningarna ger
—/180(5 -2
£7(30+/180(5 — ¢)) = 1;0 ) <0 stabil jamvikislosning.
J180(5 -2
f7(30—4/180(5-2¢)) = # > (0 instabil jamviktslosning.
SVAR:
00—
a. Den nya differentialekvationen ir. y’ = M —-C

360

b. Det kritiska varde pd ¢ ar ¢ =

c. Den stabila jamviktsnivan y, = 30 +4/180(5 —2c¢) .

N |



