L 6sningsfor lag till tentamensskrivning i Differ entialekvationer |, SF1633(5B1206).
Tisdagen den 16 augusti 2011, kI 1400-1900.
Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berdkningar och resonemang &r |4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1
Modul 1.
: dP(t) .
En matematisk modell ges av 4t =P(t)(a+bP(t))- c,d&ra=5, b=-1ochc=4.

Hur kan denna modell tolkas ?
Studera losningskurvorna och bestém vad som hander efter Iang tid for alla startvarden P(0).

Losning:

Den matematiska modellen & en populationsmodell. P(t) & antalet individer vid tiden t.
Fodelsehastigheten & aP(t) och dodshastigheten & b( P(t))?, dar b & negativ.

C &r antalet som per tidsenhet som flyttar ut.

Inséttning av de givna konstanterna ger

dP(t

TV =5 PP - 4=5p0) - PO~ 4=(PO- 1(@- P()
Har finns tvé stationaralosningar, P(t) =1 och P(t) = 4.
For startpopulationer P(0) i intervallet Otill 1 & derivatan negativ och populationen dor ut.
For startpopulationen P(0Q) likamed 1 & derivatan noll och populationen forblir lika med ett.
For startpopulationer P(0) i intervallet 1 till 4 & derivatan positiv och populationen vaxande.
For startpopulationer P(0) storre én 4 & derivatan negativ och populationen avtagande.
Efter lang tid kommer populationen att do ut om startpopulationen & mindre &n 1.
Ar startpopulationen stérre &n 1 kommer den efter 1&ng tid att g& mot 4.

For startpopulationer lika med de stationédra |6sningarna kommer populationerna att forbli konstant.

SVAR: Efter Iang tid kommer populationen att do ut om startpopul ationen & mindre an 1.
Ar startpopulationen stérre dn 1 kommer den efter 1ang tid att g& mot 4.
For startpopulationer lika med de stationéra |6sningarna kommer popul ationerna att forbli konstant.

Modul 2.

L&t y = x® varaen I6sning till differentialekvationen x°y@- xy¢- 3y=0 , x> 0.

Bestam den losning till differentialekvationen X’y xy¢- 3y = 4x> | x >0 som uppfyller villkoren
y(@) =0 och y@) =1.

L8sning:

Vi reducerar ordningen hos den inhomogena differential ekvationen genom att utnyttja en |6sning till den
homogena differential ekvationen.

st y = x°z, y¢=x’z¢+3x°z och y@= x’z¢+ 6x°z¢+ 6xz.

Inséttning i den inhomogena differential ekvationen

ger X2(X°z&+ 6x°z¢+ 6x2) - X (x’z¢+3x°Z) - 3x°z=4x°

Forenkling ger: X°z8+5x*z¢= 4x°.

Vi véjer bland tva olika vagar.

Den enadr att sétta U = z¢ uC= z(¢. Den andra &r att konstatera att vanstra ledet & en derivata.

Differentialekvationen x°z@+ 5x*z¢= 4x> dvergdr (x°z€)¢= 4x°.

1
Integreramed avseende p& X. x°z¢= x* + C.z¢t=—+ %
X X
Integrera med avseende pa X.z= InXx - 4Q4 +C,.
X

Den ursprungligainhomogena differentialekvationen har den allméannaldsningen



C,

y=x(Inx - v +C,)=x"Inx- %’ +C,x°

Det &terstdr att bestamma den [6sning som uppfyller villkoren y(1) =0 och y@) =1.
y¢=3x’Inx +x2+% +C, 3%
X
j0=y@) =-C,;+ G, 1C,=0
11= yg)) =1+C,+C,3 {C,=0
Inséttning av konstanterna ger: 'y = x%In x , Xx>0.
SVAR: Den soktalosningenar y = x°’Inx , x> 0.

Modul 3.
) j2+x , O0E£x<p
Den eriodiska funktionen esav g(X) = .
p-p gosa g =l L pex<o
3¢ 1
Bestam (:s fourierserie samt berékna med hjélp av denna summan av serien a —_—
mOQm+D
L 6sning:
Den givna funktionen & jamn.
¥
g:s fourierserie & paformen % + é a, cosnx dar
n=1

sinnx

P i i P p 1]
an:Zd2+x)cosnxdx:—2i[(2+x)smnx] - ol dxy
Po P17 0 o b

2 2

Zi[cosnx]pu 2cosnp -1
n lgp PN

p
a :Bd2+x)dx :—[4x+ xz]g =4+p
0

4+ 3¢ 2cosnp- 1
2 a IO
Mp
For att bestémma den sokta seriens summa utnyttjar vi fourierseriens konvergens.
Fourierserien konvergerar mot medelvérdet av funktionen i den aktuella punkten.
Vvalj X =0vilken & en konti nuitetspunkt.

g:s fourierserie &r (60151904

4+p, § 2cosnp-1 p 234 cosnp-1 o
Vifar 2=g(0) = —F —— -t== , cosnp=(-1",
Hfar 2=9(0) = — a7 5 pf:__ll = p=(1J
j 0 n=2m $ 2
cosnp - 1=(-1)"- 1={ a 1 =B
[

4+p, ¢ 2 cosnp - 1

SVAR: g:s fourierseriedr —— a ——,— cosnXx
2 Mp n
¥ 1 w
Den stkta seriens summa a —_— =
mOQm+D 8
Del 2

_ t
11. Bestam y(3—2p) da yqt) + Ot - u)cos+/3udu = 8(t - —2) och y(0) =20.
0

L 8sning:
Vi bestdmmer forst ekvationens [6sning och darefter insattes det aktuella t-vérdet.
L aplacetransformera ekvationen och [6s ut den obekanta funktionens laplacetransform..



sY(s)- 20+Y(s)—S —e_sg
§+3
_sB ; 2
53+33 +s £ £+3 +205 +3

Y(S)——— e2+20 Y(s)=e 2= 3
+3 s’ +4s S + 4s
Partial braksuppdel aden rationella funktionen.
3 1
f+3 $*+3 E+ 2°
S +ds (s2 +4)s s s°+4
S 3 S
Y(s)=e % 1 -+ +5-+
(s) 4(5 s +4) 3s sz+4)

Atertransformera.
v =U(t- D)3 @+ ot~ £) 453+ co)
Nu over till bestdmning av funktionsvardet.
w2y =UE - Byl o ® - By 153 + cosp) =14 50211

()11

SVAR: Det sokta funktionsvardet y(3—2p) =11

12. Undersik om differentialekvationen X(X +1)y¢- 2(x +1)y +x*=0, x>0
har n&gralésningar Y(X) med egenskapen att —— y( X) ® 1 dax® ¥.

Ange alla sddana |6sningar, om de nu finns,
L dsning:
Den givna differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen, vilken l6ses med hjélp av integrerande faktor.
2
y& V=T
A— dx .
En integrerande faktor & e0x = g2l = g 2
Multiplicera differential ekvationen med integrerande faktorn X2,
2 X 3 d 2

&2-SExty=- 2 x? y&k’-2x’y=- —(x?y) =
Y X Y x+1" X(x +1) 7dx( y)
Integrera med avseende pa X

=In(x+1)- Inx+C
y= xzaé‘?n(1+1) +C"j
X
y(x)

Nu 6ver till villkoret. —® 1 dAx® ¥.

y_ 1,0

! =x3n + )+Cy

Omformning med hjép av MacL aurinutveckling ger
x|n(1+1) :x(E +0(%)) =1+ 0(1)® 1,X® ¥

Villkoret y( )® 1 dax® ¥ & uppfylitda C=0.

SVAR: Den soktalésningen &y = x°In(1 +—) ,X>0.
X



13. Vad menas med fundamentall6sningar till systemet av linjara differentialekvationer X ¢= AX.

har foljande | X éﬁetb X ?gtb X ?4@0 h X aet-i-se&b
Systemet har foljande [&sningar: =¢ -, =¢ - =G +ocl =G =
Y éetg ? &g P ére o ' &d +3e%p

Bestam en fundamentalmatristill systemet. Bestam dérefter den konstanta matrisen A .

L&t matrisen B vara 2x2 och ha multipelt egenvéarde A med endast en tillhérande egenvektor K .
Angeforst enl6sning, X, , till systemet X¢= BX. MatrisenB &r konstant.

Redovisa dérefter hur enav X, linjért oberoende 16sning till systemet kan bestémmas.

L 8sning:
Fundamentalldsningar &r linjart oberoende |6sningar som spanner upp |ésningsrummet.
For att bestamma en fundamentalmatris behdvsi dettafall tvalinjart oberoende [Gsningar.

X, och X, & linjért oberoende av varandra. Déremot & X, linjért oberoendeav X .
Vidare & X , enlinjarkombinationav X, och X, . Vivdjer X, och X,.

@et e3to-
Dabli en fundamentalmatris F = ¢~ ~.
ee €9

Varje kolonn i fundamentalmatrisen uppfyller systemet. Vi har ekvationen F =AF.
Vi far den konstanta matrisen A genom att multiplicera frn hoger med fundamental matrisens invers.
1 et _estg xet _e-tQ

4t

Vierhdller A = FF L. Fundamentalmatrisensinvers F ** = Y, =% -
e e-e 2¢dg ee* 2%

@et %3%-&64 _ e—t = 1 44
Vifar A =6 % o~ "0
ee! F'ege-e* 26%g €2 5o
Enlosningar X, = ex_tK Vi ansitter X, = € (Et +F) dar E och F & konstanta matriser.
Inséttning i systemet X = BX ger €A (Et + F) + €'E = B&" (Et + F).

it: AE=BE i(B- M)E=0i(B- M)E=0
Identifiering ger foljande system: | i i

| | .
Tt°:AF+E=BF i(B- M)F=E {(B- M)’F =0
Matrisen E &r en egenvektor till B och F en generaliserad egenvektor till B.

L _@e e . el 4
SVAR: En fundamentalmatris & F = ¢ o Ochmatrisen A =% .
ee e'g e-2 5p

For dvrigt se ovan.

14. &) Bestam de |6sningar till differentialekvationen y@+ Ay =0, A & stérre &n noll,
som uppfyller randvillkoren y(0)=0 och y&p) =0.
b) Visaatt dei a) erhdlinafunktionerna, som &r linjart oberoende, &r ortogonala pa intervallet [O, p] .
c) Bestém del6sningar till den partiella differentialekvationen u¢= ugt
som uppfyller randvillkoren u(0,t) = 0 och ug(p,t)=0.
L6sning:
a) A & storreannoll gorattvi kansittad, = u” dar w1 R.
Inséttning i differentialekvationen ger y@+ u’y = 0. De karakteristiskarstternaar r = iy
Losningarna & paformen y = AcosuX + Bsinux.
Vi utnyttjar de givnarandvillkoren. Dabehdvs aven y¢= - uAsin ux + uB cosux.

_ 1y(0) =0=A
Randvillkoren ger oss foljande system: | o . .
1 YEp) = 0= - uAsinup +uBcosup
o . . . 2n-Dn
Icke-trivialalosningarnaerhéllesda cosup =0 , dvsda up = —2 ,n=1,2,......
(2n- Dx

Deicke-trividlalosningarnaar pformen y =B sin——— , n=1.2,.... .



(2n- ])x. (2m- D x
2 2

2n- 2 2n+2m- 2)X{j
(n m) X COS(n m )Xudx

b) Vi visar att inre produkten Osm dx =0 ,nt m.

0

) ) l
Vi omformar vanstraledet. VL = — q
2 0

p

1 1 : 1 :
Integrati VL=—]- sn(n- mx+———sn(h- m-1)x| =0
rtegation ger: VL = 5| - T = sin(n - m)x+ o sin( Dx|
(2n- Dx. (2m- Dx

Vi har erhdllit n

?5' 2 2

¢) Vi anvander variabelseparation for att bestdmmaldsningar till den
partiella differentialekvationen ug= ugl. Sét u(x,t) = X(x)T(t)

dx =0 ,nt m.

X®%x) _ T4t)
X(x)  T()
i X&x)- A, X(x)=0
ATE- ATM)=0
Hé&r observerar vi att x-ekvationen med motsvarande randvillkor svarar mot deluppgift a
Med A, = - A dvergér x-ekvationeni X@x) +AX(x)=0.
Randvillkoren u(0,t) = 0 och ug(p,t) = O tillsammans med variabelseparationen u(X,t) = X(x)T(t)
ger randvillkoren X(0)= 0 och X¢p) = 0.

Inséttning ger: X(X) T €t) = X &Xx)T(t) . Denna ekvation kan skrivas ———— = konstant = A,.

Den partiella differential ekvationen dvergdr i ett system

. (2n- Dx
Dettainnebér att X = ann% ,n=12,.....
_(2n-1)?%t
Vidare har "T-ekvationen" |6sningar pAformen T = C_ e Z  n=12,...

Losningar till den partiella differentialekvationen & paformen
2
_(2n- px &=
un(x,t)=ansm%e 22 n=12,..

Aven linjarkombinationer & |6sningar.
(2n- 1)x e

¥ ¥
u(x.t)= a Gu,(x,t) =Q b,sin 2
n=1 n=1
. (2n- D x
SVAR: @) Deicke-trivialalosningarna & paformen y = anm% , n=12....

b) Seovan
(2n- Dx f2n-3t

22

¥
o u(x,t)= a b.sin
n=1 2

15. Tillvéaxten av en cell beror av flodet av néringsdmnen(som exempelvis aminosyror) genom det omslutande
cellmembranet.
L&t W (t) varacellensmassai gram vid tiden t, métt i timmar, med W(0)=W,.
Antag att massans tillvaxthastighet &r proportionell mot membranets yta och att densiteten (i g/volymsenhet)
ar konstant. Cellen forutsétts haformen av ett klot (en sfér).

dw
a) Harled att differentialekvationen fér W bor haformen o = kW%’ dar K & en konstant.

b) Bestam W (t) om W, =10"°g och om massan efter 1 timme & 1,1° X10'°g (1,331x410 °g) .
¢) Antag att cellen borjar dela sig da massan fordubblats, dvs & 2 XLO 6g .
Nar startar celldelningen? (Fér ett numeriskt varde behovs att 3/2 » 1,26.)
L 8sning:
y 4n y . N i
a) Cellensmassaar W =pV =p ?r , p & densitetenoch I & sfarensradie.



W
Membranets areasr A = 47ur® . Uttryck A | W. A = 4::((2’—)}’3)2 = 4n((4i)3’3w2/3 = kW%
P P

dw
Massans tillvaxthastighet &r proportionell mot membranets area ger: rr =k,A =k, le3/3 = kW%.

b) — = k\N;/3 &r separabel , dock saknar den trivialaldsningen intresse.
AW _
dt

Vi integrerar med avseende pat: 3Wy3 =kt +C.

Begynnelsevillkoret W(0)=10"° ger: 3(10%)% = C , C=3x07. 3W” = kt +3x1072.
Bestam K. Efter 1 timme & massan 1,15 X10° 6g :

L1305 =k+302 , k=3>0,1302=3x0° , 3W” =320t +3x0°.
Cellensmassavid tiden t gesav W(t) =107°(0,1t +1)°g.

c) Bestam tidpunkten, t,, d& cellens massa &r fordubblad.

2x10° =10"°(0,1t, +1)* , t,=10(2%% - 1)» 10(1,26- 1)=2, €.

Cellens massa & fordubblad efter 2 , Gimmar.
SVAR: a) seovan.

b) Cellens massavid tiden t gesav W/(t) =10°(0,1t +1)°g.
¢) Cellens massa & fordubblad efter 2, Gimmar.

Omforma differentialekvationen; W k.



