Kompletteringstentamen i Differentialekvationer |, SF1633(5B1206).
September 2011, Skrivtid 60 minuter.
Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Modul 1.
Bestam |6sningen till begynnelsevéardesproblemet xy¢+y = xy*, x>0 ,y(1) =1.
Ange aven |6sningens existensintervall.

L @sning.
Differentialekvationen &r av Bernoulli typ.

Omforma differentialekvationen xy *y¢+y™ = x.

Sitt z= y*', z¢= - y?ycochvi erhdller - xz¢+ z=x .

Vi har erhdllit en linjar differentialekvation av forsta ordningen.
Skriv om differential ekvationen och bestdm en integrerande faktor.

‘_ldx
Omformning ger z¢- —12: - 1. Enintegrerande faktor ar e =x1,
X

Multiplicera differentialekvationen med x ' och vi erhéller x 'z¢- x*z=-x" .

Observera att det nya vanstra ledet & en derivata. Vi far (x 'z)¢=- x .
Integrera med avseende pd x: x 'z = -Inx + C.

Bestam konstanten C. Begynnelsevillkoretger 1=- In1+C , C=1.

1-Inx . X
vilket ger y = )
gery 1- Inx

Viharatt1- Inxt 0 ,x ! e. Nuover till I6sningens existensintervall.
Det delintervall som innehdler x =1 skall véljas.

Inséttning ger: x 'z=-Inx+1, z=

0 1 e > X

Det aktuellaexistensintervallet & {x : 0O<x<¢g}
SVAR: Begynnelsevardesproblemets |6sning & y =

1- Inx
och dess existensintervall & {x : O< x<¢}.

Modul 2.
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Bestdm den stationara |Gsningen till systemet s g: 2 zx .
Ange typ och huruvida den &r stabil eller instabil.
Bestdm den allmanna | 6sningen samt ange dven den 16sning som gar genom punkten (9,- 3 .
Avgor dlutligen vad som hander med en partikel som placerasi punkten (9,- 3 efter Iang tid.
Partikelns rorel se forutséttes ges av det givna systemet.

L &sning.
Origo &r den enda stationéra punkten.

Vi bestammer forst matrisens egenvarden och tillhdrande egenvektorer.
4- )\ 15 ;
5 , N -6h-7=(A+D(\-T7)=0.
Egenvardenadr A, = -1 , A, =7. Den stationéra |l 6sningen & en sadelpunkt och darmed instabil.
Vi bestdmmer en egenvektor till respektive egenvérde.

15 .
5 M(;K = 0 med aktuellt egenvérde insatt.

Egenvérdena erhalles ur ekvationen 0 =

o . - )\
Dessa erhalles ur ekvationen g@, 1
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=- eré =0 ochvi far =EE och X, = 't
MErlgerg 56=0 Ki=g 1PN =g 4°
3 15¢ : &0 &6
A, =7 eree K,=0 ochvif& K, = och X, = L
P TT G g g T0ochviTarK, =8 o 2= &g

Den almanna l6sningen ges av en linjarkombination av X, :g_eslge't och X, = i;e".

Vifér X = q%e ﬁe‘t + ggfge”, dér c, och ¢, & godtyckliga konstanter.

Den I6sning som gér genom punkten (9,-3 & X = 3%5 Ee‘ "
En partikel som placerasi punkten (9,- 3 gar mot den stationara punkten, origo.

SVAR: Origo & den enda stationara punkten.
Den stationdra |6sningen & en sadel punkt och darmed instabil.

) L 35 eéa
Den al | = & Dt ¢
an manna losningen ges av X qé— me + C‘zélge

Den |6sning som gér genom punkten (9,-3 & X = 3? ?;e' "

En partikel som placerasi punkten (9,- 3 gér mot den stationéra punkten, origo.

Modul 3.

t

Bestém y(t) da y(t) + 2¢pos(t - u)y(u)du=1 ,t3 0.

Ange &ven y(0).

L 6sning:

Vi laplacetransformerar ekvationen.

Y(s)+2 Szi ACK —i

Losut Y(s): Sz%:lzsv(s) = i L Y(s) = S(S;:])lz .
Partial braksuppdelning ger: Y(s) = i - s +21)2 .

Atertransformera: y(t) = 1- 2te™".
y(0) kan erhdllas direkt fran den ursprungliga ekvationen.
Vi far da y(0) =1, vilket 6verensstdmmer med resultatet fran I6sningen y(t) = 1- 2te™".

SVAR: Ekvationen |Gsning & y(t) = 1- 2te™" och det sokta funktionsvérdet & y(0) =1.



