Kompletteringstentamen i SF1633 Differentialekvationer |
och SF1637 Differentialekvationer och transformer I11.
Mandagen den 5mars 2012, kI 1715-1815.
Hjadpmede: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berékningar och resonemang &r |étta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Modul 1.
For en duvart géller, att den dor ut om inte antalet individer N inom ett visst omréde Gverskrider ett
troskelvarde T > 0. A andrasidan finnsen niva K > T s&dan att tillgéngen pé foda bara racker till K
individer.
Om den spontana tillvaxtkoefficienten & r > 0 , shmodelleras ovanstdende med f6ljande
differentialekvation for N = N(t) som funktion av tiden t : dN =- r?d—\l - 10@ - 19xN.
dt €T ek @
Studera denna icke-linjara differentialekvation enligt foljande:
a. Bestém alla stationéra |Gsningar.
b. Avgor for varje stationar |6sning om den &r stabil eller instabil.
c. Kommentera aven rimligheten i det erhdlina resultatet.

L 6sning:

a De stationdra | 6sningarna erhalles da derivatan &r likamed noll.

Vi erhdlles da foljande ekvation: N __ r?d—\l - 192 _ 10xN =0.
dt eT vk o

De stationdralosningarnaa N=T , N=K och N =0.
b. Teckenstudie av derivatan ger information om funktionens véxande och avtagande
enligt nedanstaende figur.

0 T K

Losningarna N =0 och N =K & stabilamedan N =T & instabil.

c. Resultatet & rimligt eftersom antalet individer gar mot noll efter lang tid,

dvs duvarten dor ut om antalet & mindre &r troskelvarde T >0.

Vidare gar antalet individer efter [ang tid mot K individer till vilkafodan racker.

SVAR: a. De stationé@ral6sningarnad& N =T , N=K och N =0.
b. Losningarna N =0 och N =K &r stabilamedan N =T & instabil.
c. Resultatet & rimligt eftersom antalet individer gér mot noll efter 1ang tid,
dvs duvarten dor ut om antalet & mindre &r troskelvarde T >0.
Vidare gar antalet individer efter [ang tid mot K individer till vilkafodan récker.

Modul 2.
Differentialekvationen x*ya+ xy¢- 4y =0 , x> 0 satisfieras av funktionen y, =X
Bestam den allmanna l6sningen till differentialekvationen x’yai+ xy¢- 4y =12x* | x >0.

L 6sning:

Vi ansétter y= x°z . Denna ansats sétter vi in i den inhomogena differential ekvationen.
En annan variant &r att séttain i den homogena differentialekvationen

och erhdlla den almanna homogena | Gsningen.

Da aterstar att bestamma en partikul &rl6sning vilken erhalles med variation av parametrar.
x2{ X°Z8+ 2xz¢+ 2xz¢+ 22} + x{ x°z¢+ 2xz} - 4x’z=12X" |, X'z¢+5x°z¢=12x"

Har kan ordningen reduceras. Vi sétter u= z¢, u¢=zd och erhdller x*u¢+ 5x%u = 12x".
Differentialekvationen &r linjar och vi omformar den sd att vanstraledet blir en derivata.
Multipliceramed x och integrera med avseende pa x:

X*ue+5x u=12x", (x°u)¢=12x> , xu=2x*+A, u=2x+Ax°.



Atersubstitution ger: z¢=2x + Ax °. Integreramed avseende p& x: z= x° + Bx* + C.
Den allménnalosningen blir y= x*z=x*(x*+Bx *+C) = Cx* + Bx > + x* .

Hér kan allmanna homogena [dsningen och en partikul&rldsning identifieras.

SVAR: Den allméannaldsningen & y=Cx* + Bx > +x* .

Modul 3.

Bestam en [6sning til %‘ =2
X

(Z_l:.m ,u(x,0)= 6°* somarbegransad ddx >0 ocht>0.

L 6sning: Vi anvander variabel separationsmetoden.

Sétt: u(x,t) = X(X)T(t).

Inséttning i den partiella differentialekvationen ger: Xgx)T (t) = 2X(X)Tqt) + X(x)T(t).

Utfor division med X(x)T(D): ~X) _ 2T4Y
X(x)  T(D)

Observera att vanstra ledet endast beror av x och hégra ledet endast beror av t.

Den partiella differentialekvationen 6vergar i ett okopplat system av ordinara

differentialekvationer.

PXX0- X0 =0 1 x() = At
ITEy - 22 T() =0

+ 1 = separationskonstant = A

| A1
1T(t) = Be 2
LSES M+7‘—'lt

—t
Inséttning i separationsansatsen ger: u(x,t)= A€'Be2 =Ce 2 .
Det &terstar att bestamma C och A.

iC=6
Villkoret ger: 6e-3x = U(X, O): Ce}‘x’ i}\‘ 3 ’ U(X,t) = 6e -2t
i =

Den erhdllnalosningen &r begransad ddx >0 ocht >0 .
SVAR: Enlésning & u(x,t) = 66 >,



