L dsningsforslag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Torsdagen den 31 magj 2012, kI  0800-1300.
Hjapmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa | dsningarna pa ett sadant sétt att berdkningar och resonemang ar latta att folja
Svaren skall ges pareell form.

De 1

Modul 1.

En tank, pa 300 liter, innehaller 100 liter vatten och 50 gram salt.

En saltlésning med 2 gram per liter pumpas in med hastigheten av 4 liter per sekund.
Den vablandade 16sningen pumpas ut med en hastighet av 2 liter per sekund.
Bestam nér tanken & full samt ange saltmangden i tanken vid dettatillfale.

L 6sning:

L& S(t) varasaltmangden i tanken vidtiden t .

Vi stéller upp begynnel sevérdesproblemet for tanken.

B4 23 g0) =50
dt 100 +t(4 - 2)
Vi har en linjar differentialekvation av forsta ordningen och Vi bestammer dess Idsning med hjélp av
integrerande faktor. Om formaforst differentialekvationen —— dS(t ) 1 —9qt) =
at 50 +1

\ dt
En integrerande faktor &r eos"_+t =e"®*") =50 +t . Multiplicera differentialekvationen med 50 +1 .

Vi far (50 +1) 221 S(t) +S(t) = 8(50 +1)

och det nya vénstra ledet & en derivata %((50 +t)S(t)) =8E0 +1t) .

Integreramed avseende pd t: (50 +t)S(t) = 4(50 +t)° +C .
Villkoret S(0) =50 ger C =50550 - 4(50)° = - 3x2500 = - 7500 .
4(50 + t)> - 7500 7500
( ) =4(50+t) - —— .
50+t 50+t
Vi skall bestéammatidpunkten, t, datanken ar full.
Den erhdlles ur ekvationen 300 =100+ t, (4 - 2) vilket ger t, =100.

Saltméngden vid full tank & S(100) = 4(50 + 100) - — 222 = 600- 50 = 550 .
50 + 100

Saltmangdeni tankenvid tiden t & S(t) =

SVAR: Tanken & full efter t, =100 sekunder och d&&r saltméngden 550 gram.

Modul 2.
alX

Betrakta det linjara systemet X = AX, dir X = gat - och X = e¥o
cdy- cye
edt?

Den konstanta matrisen A uppfyller féljande ekvationer: Aé éo och A§Z gz;

Bestam X (t) d& X(0) = g;

L dsning:

Vi borjar med att bestdmma matrisens egenvéarden och egenvektorer.

Egenvérdenakan erhéllas ur ekvationen det(A - Al) =0 och egenvektorernaur (A- M )K =0.

Nu & inte matrisen A given direkt utan med hjalp av tva ekvationer.

Om man beténker att ekvationen (A - Al )K =0 kan skrivas AK = AK sdbehover A € bestdmmas.



Vi fér direkt att &, =1, Klzggoch A, =2, K, =§;.

Tvalinjart oberoende |dsningar till systemet & X :etéé och X :eZIiegé.

valinj ingar till sy L &o ) 0

stemets allmanna losning kan skrivas X = etéé +C eztegd.
Systemets 9 e T g

. . _@o .

Bestédm konstanterna sa att villkoret X (0) = & blir uppfylit.

. (o} o} 0 . 0 f20
VfarXO:ieél :cié+ ? lketger c, =2 :1ochXt:2é§o+e§20.
o X(0)= &35 =Cig gt G g KA 12 G 0=2¢ 4,7 &g

SVAR: Den sokta lGsningen till systemet & X (t ZZetéb+ e2t§éb.
g ¥ ®) elg el

Modul 3.

t

Bestam f (t) da f (t) = 2¢)f(u)cos2(t - u)du+3sin2t ,t30.
0

L&sning:
S 2

ekvati : = .
Laplacetransformera ekvationen: F(s) = 2F(s) 2 +4+3SZ+4
Losut F(s).

6 2J/3./3
F(9(s’ +4- 29 =6, F(9=—7— . F(9=
(s 9=6. F9= 73 FO= T, ar

Atertransformera: f (t) = 2J/3e'sinJ/a .

SVAR: Ekvationen har losningen f (t) = 2J/3e'sinV3 .

Del 2

11. Losningar till differentialekvationen x’y@- 2xy¢+2y =0 , x>0 & paformen y=x%, al R.
Bestam a.

Vad menas med en bas for [dsningsrummet till en linjar differentialekvationen?

Ange en bas fér [sningsrummet till differentialekvationen x°y@- 2xy¢+2y =0 , x> 0.
Ange éven differentia ekvationens allmannaldsning.

L&sning:

Inséttningav y = x* i X°y@- 2xy¢+2y =0 ger x’a(a- 1)x*% - 2xax ' +2x* =0 .
Vifér (a(a- 1)- 2a+2)x°=0 ,a(a-1)- 2(a-1)=0, (a- 2(a- )=0 .4 =1 ,a,=2.
Vi har tv&losningar a, =1 och a, = 2.

En bas for 16sningsrummet till en linjar differentialekvationen av ordning n bestar av

de n linjart oberoende [Gsningarnatill differentialekvationen.

En bas for I6sningsrummet till differentialekvationen x”y®- 2xy¢+2y =0 gesav {x, X'}
Differential ekvationens allménnalésning & en linjarkombination av baselementen.

Vifé&r y=cx +c,X déi c, och ¢, & godtyckligareella konstanter.

SVAR: Konstanternaér a, =1 och a, = 2. En bas for [6sningsrummet &r {x, xz}
Den alménnalésningen & y=cX +¢,X.



X

12. ) Ge en tolkning av systemet X = o(X) dér X = gdt - X= §9<o och g & vektorvard.
gdyT eyo
e dt 9
2 + y &
b) Bestam de stationdraldsningarnatill systemet X = (}
e X-y @
¢) Bestém de stationara |8sningarnas typ och avgor stabilitet/instabilitet.

L 6sning:
a) Entolkning &r att systemet ger hastighetsvektorn X i varje punkt dér g &r definierad.
b) De staIi ondralGsningarnatill systemet & dar hastighetsvektorn ar lika med nollvektorn.
2+ 8p 12x*=8 jx==%2
0= ‘E y'- 8 i 1
€ X-y @ 1X=y 1X=Yy
De stationéra |6sni ngarnaér (2,2) och (- 2,- 2).
¢) For att undersoka de stationéra | 6sningarnas karaktéar anvandes linjarisering.

2 ..
Vi bestammer Jacobimatrisen i respektive kritisk punkt. Jacobimatrisen & J(X,y) = &1 )Z/L;'
44 4 -44
I nséttni —E’é = ekti -2 - :EE = .
n nlnggerJ(2,2)—é1 g A respektive J(-2, - 2) 1 1o B
Vi bestdmmer matrisernas egenvéarden.
Dessa fés ur ekvationerna det(A - Al) =0 respektive det(B- Al) =0.
Vi far
4- A 41 +J41
(22) 0= =2?- 3\- 8= (7»-—)-8- —(7»-—)-— x:?’ ‘/_.
— 1 -1-A 4 2
Egenvérdena ar reella och med skilda tecken. (2, 2) ar sadel punkt och darmed instabil.
-4- )\ -4 25 7 -5+iJ7
(-2,-2) 0:‘ 1 ) }\‘ A +B5L+8= (M += ) +8- — _(x+ ) STI‘/_

Egenvérdena & komplexa och med negativ realdel. (- 2, -2) éen stabll Spi raI.

SVAR: a) Systemet kan representera ett hastighetsfalt.
b) De stationdralésningarnadr (2,2) och (- 2,- 2).
c) (2,2) & sadelpunkt och darmed instabil. (- 2,- 2) & en stabil spiral

1 ” c
138 y= ” ar en [6sning till differentialekvationen y¢+y* =0. Ary = o c!1 0, ct1enldsning?

b) Begynnelsevardesproblemet y¢=y* + 4 ,y(0)=1 har en entydig Iésning.
Motivera varfor |6sningen & entydig. Gar |6sningen genom punkten (2,-5) ?

S - dy \ of
C) Betrakta differentialekvationen Ix =f(x,y) ,dar f och PV ar kontinuerligai
X y

et rektangulért omréde R i xy-planet. Tvaskildalosningskurvor kan skéravarandrai en punkt, i omradet R.
Ar pastéendet sant eller falskt? Motiveral

L 6sning:
a) Ngj. ty med y:E , 10, ct1hblir y¢+y2Iikamed y¢+y2: - %4.
X

ol
o

ochc?- ct0dact0, ctl
b) Med de kontinuerligafunktionerna f (x,y) =y +4 och (;—f(x,y) =2y har differentialekvationen
y

en entydig |6sning genom punkten (0,1) enligt entydighetssatsen.
En 16sning genom punkten (0,1) kan & ga genom punkten (2,-5) y & en véaxande funktion.



c) Pastdendet &r falskt, ty enligt entydighetssatsen existera en entydig 16sning genom en punkt i omrédet R.
SVAR: a) Ngj, se ovan. b) Nej, se ovan. ¢) Falskt pastéende.

14. d) Vad menas med att funktionerna f och g & ortogonaapdintervalet [a,b ] ?

b) Visaatt {sinnx} ,n=1, 2, 3, utgér en méangd av ortogonala funktioner p&intervallet [0,x] .

c) Skriv funktionen f(x) =sin®x paintervallet [0,5t] som en linjarkombination av Iampliga ortogonala
funktioner i b)..

d) Antag att funktionen f (X) = X +1 , 0< x< 3érutvecklad i foljande tre serier: en Fourierserie, en
cosinusserie och en sinusserie. Ange det varde mot vilket respektive serie konvergerar for x = 0.

L 6sning:

b
a) Tvafunktioner, f och g, & ortogonalapé intervallet [a,b | d& ¢)f (x)g(x)dx =0.

a
b) Vi visar att den inre produkten mellan tva godtyckliga funktioner i den givna mangden &r lika med noll pa
det givnaintervallet.
. . i 175
{sinnx, sin mx = ¢ginnxsinmxdx = —chos(nx - mx) - cos(nx + mx))dx={n* m} =
0 0

_1fsin(n- m)x sin(n+m)x ”_O
2l n-m n+m |,

c) Har galler det att beskriva f(x) =sin®x med hjalp av den givna funktionsféljden.
¥
En vag att gora detta &r att ansétta sin® X = é a, Sin nx och berékna koefficienterna
n=1
. . . . 3. 1.
En betydligt kortare vag &r att utnyttjaformeln sin3x = 3sinx - 4sin®x, sin°x = 2 Snx- Zsme.

+ -
d) Respektive serie kommer att konvergera mot M :

02+1+3+1 11
— =3
0% +1+0° +1_1

| fallet med Fourierserien blir detta:

| fallet med cosinusserien blir detta:

02+1- (0 +1) 0

2

. 3. 1. 11
SVAR: @) Seovan. b) S|n3x=ZS|nx- Zsme. C) > 1 respektive 0.

| fallet med sinusserien blir detta:

Nedan foljer plottar padetre fallen.
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‘sinussere
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. 3. 1. 11
SVAR: @) Seovan. b) Seovan. c) S|n3x=zsmx- Zsme. d) E,lr&pektiveo.

15. Det har 6sregnat under en langre tid. Vatten har helt fyllt ett 100 m langt och 2 m brett dike.

Dikets vertikala genomskéarningsprofil har V-form, i form av en halv kvadrat, delad langs en horisontell
diagonal, 2 m lang. Regnet har upphort vid tidpunkten t = 0.

a) Antag att diket nedtill & helt tétt s att vattnet endast kan forsvinna genom avdunstning uppat.

Lt V(t) varavattenvolymenvidtident >0, med t métt i dagar.

dv
Visaatt V(t) uppfyller en differentialekvation paformen rry =-kJV , k =positiv konstant,
om avdunstningshastigheten(i m3/dag) ar proportionell mot den fria vattenytans area.
b) Bestam V(1) om V(0)=100m3 (=helt fyllt dike) och V(1) =99 m3.
¢) Nar & diket torrlagt? (+/99 » 9,95).
L 6sning:

2

a) L& h varavattenstdndet i det triangul &ra diket. D& &r tvérsnittetsarea A = 2 xh; =h®.

Vattenvolymen & V(t) =100 XA = 100h?, h= % . Den friavattenytans area & 100 x2h.

Avdunstningshastigheten Ctlj_\t/ = -k100%2h = - KZOO% =-kJV. vsv

b) Differential ekvationen % = -kJV & separabel. Den trivialaldsningen saknar intresse.

For att faicke-trivialalosningar omformas differential ekvationen till: i d_V =-
WV odt

Integration ger: 24V = - kt+ C . Villkoret V(0)=100 ger C = 20.

Villkoret V(1)=99 och C = 20 ger 2J/99=-k +20 ,k=20- 2,/99.

Inséttning av konstanternager: 2,V = - (20- 2J/99)t +20 ,V={10- (10- \/9_9)t}2.
10 _ 10(10++/99)

10- J99  100- 99

SVAR: @) Seovan. b) V ={10- (10- V9)t} . c) Diket & torrlagt efter 1995 dager

c) Diket & tomt d& \/ =  vilket intréffar for t = =10(10+4/99) » 199,5




