L dsningsforslag till tentamensskrivning i SF1633, Differentialekvationer |.
Tisdagen den 14 augusti 2012, kI  1400-1900.
Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berdkningar och resonemang &r |4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1
Modul 1.
Befolkningen i ett litet samhélle vaxer med en hastighet som &r proportionell mot befolkningen.
Den ursprungliga befolkningen &r 500 personer.
Efter 5 &r & befolkningen 1000 personer.
Stall upp tillhérande begynnel sevardesproblem.
Hur stor & befolkningen efter 15 ar ?
L 6sning:
L& P(t) varabefolkningsmangden vid tiden t.
dP(t
V& modell representeras av begynnel sevérdesproblemet % =kP(t), P(0) = 500, P(5) =1000
k & en proportionalitetskonstant.
Den allmannalosningen till differentialekvationen & P(t) = Ae*.

Villkoret P(0) =500 ger A =500 och P(t) = 500€.
Villkoret P(5) =1000 ger 1000 = 500e™, 2 = €™t = %I ne.

td 2 1'5 -
Befolkningsméangden vid en godtycklig tidpunkt t gesav P(t) = 500e°®> = 500e'™" =500 %25 .
15

Efter 15 &r & befolkningsméngden P(15) =500%25 = 500x2° = 4000 .

SVAR: Efter 15 & &r befolkningsméngden 4000 personer.
Modul 2.

Antag att en partikels rorel se styrs av systemet 69( 2 10(?(0.
ydra e 1 0 ®ye
Vad hander med en partikel placerad i punkten (2,3) efter Iang tid.
Bestém vidare den allménnaldsningen till systemet.

Bestém forst matrisens egenvérden.

- 10

2
Deerhdlles ur ekvationen O = det(A - Al) dar A :ée .
el Og

Vifar 0= =M+ 20 +10= (A + D%+ 9. Egenvardenar A =- 1+ 3.

‘-2-x -10

En partikel placerad i punkten (2,3) hamnar efter [ng tid i origo ty realdelen av egenvardet &r negativt.
Den allmannaldsningen & en linjarkombination av tva linjart oberoende |Gsningar.

Vi borjar med att bestamma en komplex |6sning och d& behdvs dven en egenvektor.

Vi tar egenvardet A = - 1+ 3 och sétter in det i ekvationen (A- M )K =0.

§2- (-1+3) -10 o) 1- 3i -100 é 3|0

- _0 ’ R
1 0-(-1+3)o e 1 1- 3|z
3
En komplex [6sning &r Z = et 1+3')‘E~é' L ;

Real- och imaginardel av den komplexa |6sningen ger tvalinjart oberoende |Gsningar.
Vi omformar den komplexalésningen.
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Den aIImannansnmgen ar

egos3t+35|n3to EeScosBHsmS to
+C,€e

X=¢X, +c, X
RN A cosdt g -sin3t @
SVAR En partikel placerad i punkten (2,3) hamnar efter 1ang tid i origo.
Den allménna l6sningen &r
§053t+35|n3t0 Ee3c053t+sm3 ty
+C,€

X=X *eX, = cosdt g -sin3t &
Modul 3.

Bestam y(t) d& y@+2y¢+10y =10U(t - 4), y(0) =1 och y§0) = 2.

U(t) & Heavisides stegfunktion.

L &sning:
Vi laplacetransformerar differentialekvationen och sétter in villkoren.

- 4s

s?Y(s) - sy(0) - y40) +2(sY(s)- y(0)) +10Y(s) = 10

- 4s
(2 +25 +10)Y(s) = s + 2+ 1) + 28
Y(s) = s+4 10e*  (s+)) +3+?§_ S+2 Og 45

2425410 qs’+2s+10) (s+1)°+9 €s & +2s5+109
e 1 lo)
s+1+-— 3

Y(S) (S+:D +3 gl 3 -4S

(s+1)% +9 (;s (s+1)° +9—

Atertransformera.

y(t) = € '(cos3t + sin3t) + U(t - 4)23- e “? (cos3(t - 4)+%sin3(t - 4))2.

SVAR: Losningen till begynnel sevérdesproblemet ges av
. (- 1. A
y(t) = € (cos3t+sin3t) + U(t - 4)g1- € ¥ (cos3(t- 4)+ S Sin3(t- )%,

Del 2

11. | en enkel populationsmodell for antalet individer, P(t), & den relativatillvaxthastigheten konstant, a.

| en annan modell & den relativatillvaxthastigheten summan av tvatermer.

Den enatermen &r en positiv konstant, a , och den andra termen &r proportionell mot popul ationen med en negativ
proportionalitetskonstant, b .

En tredje modell erhdles genom att korrigera den andra modellen pa foljande Sitt:

avlagsna ett konstant antal per tidsenhet, C. Stéll upp dessa modeller.

Studera dérefter vad som hander efter 1&ng tid, da konstanterna séttstill a=5, b =-1 och c =4.

L&sning:

Vi borjar med modellerna.



1dP dP
Modell 1 =—=a ,— =
P dt dt

Modell 2: Eﬁ):a+ bP , dP =P(a+bP) ,b<0.
P dt dt

aP.

drP
Modell 3: pry =P(a+bP)- c.
Nu 6ver till analysen och med de numeriska vérdena pé konstanterna a, b och C.

Modell 1: %) =5P >0 d& P>0. P véxer obegransat dat vaxer.

Modell 2: d?f =P(5- P).Detfinnstvastationaralosningar: P =0 och P =5.

Studera fadinjen. I > | < >
0 é P
P =5 & en asymptotiskt stabil |6sning. Efter 1&ng tid kommer blir P = 5.
dP
Modell 3: T =P(5- P)- 4=5P- P*- 4=(P-1)(4- P).
Det finnstva stationdralosningar: P =1och P = 4.
Studera faslinjen. }—44—»'—4 >
0 4 P
Efter lang tidblir P: 0 ddaP<1,1ddP=1o0ch 4 dal<P.
1dP dP ) ) v
SVAR: Modell 1: ISE =a , E =aP. P véxer obegransat dat véxer.

1dP dP
Modell 2: EE =a+ bP, a =P(a+ bP) ,b<0.Efter I&ng tid kommer blir P = 5.

Modell 3: ?j_lj = P(a+ bP)- c.Efterlangtidblir P: 0 ddP<1,1ddaP=10ch 4 da1<P.

12 ¥, (X) =2X, Y,(X) =x- 3x% yy(X) =3x- 4x° och y,(X) = 6x - 7x & ett antal I6sningar till
en homogen  differentialekvationen paformen X y@+ axy¢+ by =0, x >0. Vidare & Y, = XInx en
partikul &rldsning till den inhomogena differentialekvationen X yd+ axy¢+ by = f(x), x> 0.

Bestdm den inhomogena differentialekvationen.
Ange &ven den |6sning som uppfyller villkoren y(1) =4, y&) =6.

L &sning:
For att bestamma den allméannaldsningen till en linjar differentialekvation av ordning tva behtvs tva linjart
oberoende |6sningar till den homogena differential ekvationen och en partikul&rl6sning till den inhomogena

differentialekvationen. TvAlinjart oberoende Isningar till den homogena &t Y, (X) = X och y, (X) = x°.
Den allménnalésningen till X“y@+ axy ¢+ by = f(x), x> Ogesav y = Ax+ Bx® + xInx.
Vi behover forstaderivatan: y¢= A +2Bx + Inx+ 1.
Villk 4 6 j4=yQd=A+B j4=A+B JA=3
toren Y =4, ¥R =09 L6 _ yq) = A+2B+145= Av2B B =1
Den soktaldsningen & y = 3x + X° + xInx.
Nu over till att bestémma differential ekvationen.
y,(X) = x och y, (x) = x° sittesini x"y®+ axy¢+ by = 0,
ix’0+ad+bx=0 ja+b=0 ja=-2
132 +ax2x+bx¢ = 0 12+2a+b=0 1b=2
Den homogena differentialekvationen blir x*yd- 2xy¢+2y =0



Inséttning av Yo = XInx i den inhomogena differential ekvationen ger
1

f(X) = xX=-2x(Inx+1)+2xInx=-Xx.
X

Den soktainhomogena differentialekvationen & x“yd¢- 2xy¢+2y = - X .

SVAR Den siktadifferentialekvationen & X y@- 2xy¢+2y = - X .
Den soktaldsningen & y = 3x + X° + XInx.

13. Bestam om majligt produktlosningar u(x,y) = X(x)Y(y) till

2
Ja°u
den partiella differential ekvationen 6_2 + a—z =0.
X y

L&sning:
Vi anvander oss av variabel separation. Sétt U(X,y) = X(X)Y ().
Insittning i den givna differential ekvationen(Laplaceekvation) ger: X ®X)Y (y) + X(X)Y &y)=0.

X Y R
Utfor division med X (X)Y () och separera variablerna: ®x) __ Y&Y) =konstant=A | R.

X0 Y()

IX®X)- AX(X)=0
Vi erhdller systemet: | .Detrefalen A >0, A =0 och A < O undersokes.

IY®y)+AY(y)=0
A= uz >0,ul R
1X(x) = A" + B
1Y (y) =Cycosuy +Dysinuy
A=0
X(X) :A2X+BZ
Y(y)=Coy +D>
A=-u?<0,ul R
i X(X) = Agcosux + Bgsinux

1Y (y) = Cqe" +Dge™W

u(x,y)= (A" +B;e"”)(Cycosuy +Dysinuy)

1
% u(x,y)=(Axx +B)(Coy +D»)

u(x,y) = (Azcosux +B3sinux)(Cge"Y + Dge V)

SVAR: Vi erhdler foljande produktl Gsningar:
A=u®>0,ul R u(xy)=(Ag™ +Bie™)(Ccosuy +Dysinuy)
r=0 u(x,y) = (Axx +B2)(Cay + D)
A=-u2<0,ul R u(xy)=(Ascosux+Bssinux)(Cse" + D™ W)

14.8) Definiera begreppet fundamentalmatris for ett linjért system av differentialekvationer..
b) L& F varaen given fundamentalmatristill systemet X ¢=AX .

Bestam utgéende frén detta den konstanta matrisen A .

c) Harled en partikularlosning till det inhomogena systemet X ¢=AX + F

L 6sning:
a) En fundamentalmatris bestér av linjért oberoende kolonner, vilka & 16sningar till systemet X ¢=AX .

Antalet kolonner &r lika med ordningen hos den kvadratiska matrisen A .
b) Den givna fundamentalmatrisen F satisfierar systemet X ¢=AX , dvs F ¢= AF .
Harur kan den konstanta matrisen A . Multiplicera F ¢= AF frén hoger med inversen till fundamentalmatrisen F .

Déerhdlles A = F ¢ 1, dar F 1 & inverstill fundamentalmatrisen F .
c) For att bestamma en partikul &rlésning till det inhomogena systemet X ¢=AX + F anvander vi variation av
parametrar och ansétter en partikul&rldsning pa formen X, = FU(t).

Insittning i det inhomogena systemet ger: (FU(t))¢= AF U(t) + F



Deriveras F ®J(t) + FUEt) = AFU(t) + F.

omforma: (F ¢ AF)U(t) + FUGt) =F.

Fundamental matrisens kolonner & I6sningar till det homogena systemet vilket innebér att F ¢- AF =0.
Vi f& d& F U Q(t) = F. Multiplicera frdn vanster med fundamentalmatrisensinvers F 1

Detger UQt) = F~ e Integreramed avseendep& t: U(t) = (F 1(t) F(t)dt .
Vér sokta partikularlosningar X p = F OF 1(t) F(t)dt .
SVAR: g Seovan, b) A=F& 1,9 X, = F¢F Tt F(t)ct.

15. L& {F n(x)} ; varaen foljd av ortogonala funktioner paintervallet [O, L] .

De kontinuerliga funktionerna f och g kan utvecklasi dennafdljd paintervallet [O, L] .
¥ ¥

f har utvecklingen é aF ,(x) och g har utvecklingen é b.F (X,

n=1 m=1

Bestam koefficienterna a, och b, .
L

Hérled ett uttryck for integralen () (X)g(x)dx med hjalp av koefficienterna @, och b.

0
L&sning:

()= aF 09 =aF, () +aF , () +... +a,F (X) * ...

Multiplicera ekvationen med F ,(X) och integrera éver intervallet [ O,L] .
L L L L

Of (WF (x)dx = a,(F ;(X)F (x)dx+a, (F ,(X)F (X dx +... +a,cF ,(X)F (x)dx+...

Eftersom den givna funktionsféljden &r ortogonal blir varje integral pd hoger sidalika med noll utom da n = m.
L

L L Of (X)F (X)dx
Ekvationen blir d& Of (IF (X)X = &, OF n(X)F ,(x)dx- dvs a = .
’ ’ O n(F m()dx
0
L
IF (x)dx
Andogt erhdlles att b =2
OF m(¥F ()X

0
L

Nu 6ver till ) (X)g(x)dx . St in utvecklingarnaav f och g i integralen.
0

Vi fé&r
(‘)f (X)g(x)dx = Oa aF, (x)a b,F. (x)dx = Cé: aF . (X)(bF,x)+bF, (x)+..+b F (X +...)dx

Of (9a0x)cx = a anefn (OBF () + BF,(X) + ..+ b, F (%) + ...)dx
Eftersom den glvnafunktlonsfol jden &r ortogonal blir varje mtegral pa hoger sida lika med noll utom da n = m.

Vifar of (x)g(x)dx = a anoc ()b,F , (x)dx = aanbnd: (IF , (Qdx

n=1



L

Of (X)F (X)dx PX)F (x)dx ¢ ¥ L
VAR o o b, =8  Of (YOI = ab,OF n()F (b -

E‘)E m(X)F (X)dx ;f (XF L(X)dx



