Kompletteringstentamen i SF1633 Differentialekvationer |
Méndagen den 12 november 2012, kI  17.30-19.00.
Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Modul 1.
Daen produkt tas ut ur en ugn har den temperaturen 250 °C.

For avsval ningsprocessen foresl as tva matemati ska modeller.

Modell 1. (3_1- :%(T- 40). Modell 2: (Z—I =- %(T- 30). T & produktens temperatur vid tiden t.
Avgor vilken modell som kan varaldmplig och bestdm dess [Gsning.
Bestam aven produktens temperatur efter [ang tid.

L 6sning:
Modell 1: For T > 40 & (jj—-tr >0 och temperaturen véxer. Saledes ingen avsvalningsprocess.

Modell 2: For T > 30 &r %—I <0 och temperaturen avtar. Saledes en avsval ningsprocess.
dar

dt
Den kan |6sas med hjalp av integrerande faktor men &ven som linjar med konstanta koefficienter.
Vi véljer det senare alternativet.

Den allmannaldsningen & summan av alméanna homogena l6sningen och en partikul&rlésning.

= i;(T - 30) & linjér av forsta ordningen.

A
Vi farT(t) = Ae ® +30. Vid starten & produktens temperatur 250 °C.
250=T(0) =A+30 ,A=220.

L
Produktens temperatur vid en godtycklig tidpunkt t & T(t) =220e 5 +30.
Efter lang tid har produkten temperaturen 30°C.

L
SVAR: Modell 2 & en avsvaningsprocess. Produktens temperatur & T(t) =220e 5 +30.
Efter 1ang tid har produkten temperaturen 30°C.

Modul 2.

y, =t & enl6sning till differentialekvationen t’y@- Sty¢+5y=0 ,t>0.
Bestam den allmannaldsningen y(t) till den inhomogena differentialekvationen
t’y@®- Sty¢+5y=-3t° , t> 0. Verifieradven att y(t) satisfierar den inhomogena
differentialekvationen t’y@- Sty¢+5y=-3t> , t>0

L8sning:

Vi anvander reduktion av ordning. Sétt y(t) = tz(t). Inséttning i den inhomogena
differentialekvationen ger: t*(tz¢+ 2z9 - 5t(tz¢+ 2) + 5z = - 3t°.

Forenkla: t3za- 3t?z¢=-3t>. Sank ordningen. Sétt u=z¢, u¢= za.

Vi fé&r u¢- 3t 'u=-3t" vilken & linjar av forsta ordningen.

Multipliceramed en integrerande faktor t: t%u¢- X u=-3", (t%u)e=-3".
Integreramed avseendepdt : tu=t*+C , u=1+Ct° = zt.

Integreramed avseende pat : z=t+ %t“ +C,=t+C*+C,. y(t) = tzt) =t*+C,t° + Cpt .
Insédttning i vanstraledet i den inhomogena differentialekvationen ger:
t?(2+20C4°) - 5t(2t +5Ct* +C, ) +5t* +Ct* +Cpt) =

t?(2- 10+ 5 +C,(20t° - 25t° + 5t°) + C,(-5t +&) =- &
Vi har erhdllit hograledet i den inhomogena differentialekvationen. VSV.
SVAR: Den almannaldsningen & y(t) = tz(t) =t*+ C,t°> + Cjt.



Modul 3.
Bestam u(0,t) da ug(x,t) = 3u(xt) +ud(xt) och u(x,0) =5e* + 4e*.

L 8sning:
Vi anvander variabel separation. Satt u(x,t) = X(x)T(t).
Insdttning i differentialekvationen ger: X&X)T (t) = 3X(X)T(t) + X(x)T4t).

Divideramed X(X)T(t): X8 _ 3.,_&'[) . Deriveramed avseende pa x.

X)) T
Vi far Ewb =0. Dettainnebdr att vanstraledet och hograledet ar konstant.
dxe X(x) @
X&) = 3+m =\ = konstant
X(x) T(t)

Den partiella differentialekvationen 6vergdr i ett system av ordinara differential ekvationer.
I XgX) = AX(x)

i
TT¢) =(r- 3T(t)

L L EX(X) = A
Vi skriver upp dessl6sning: | g
TT(t) = Be™¥"

Insattning i u(x,t) = X(xX)T(t) ger u(x,t) = Ae*Be® ¥ = ce™ 9"

Aven linjarkombinationer av dessa lGsningar & 16sning till differentialekvationen.
Villkoret u(x,0) =5e> + 4e* ger att det behdvs tvalésningar av ovanstdende form.
VI g‘(rlva, U(X,t) — CleK1X+ (7\1’3)t + C2e7h2X+ (7\2' 3)t )

Villkoret u(x,0) =5e* + 4e¢* ger Ce™* +C,e2* =u(x,0)= 56" + 4e *.
VifarC =5, =2 ,C, =4 ,A,=-1

Inséttning ger u(x,t)= 5&*" +4e™*"*" och u(0,t) =5""+4e ™.

SVAR: u(0,t) =5e"" +4e™*



