L dsningsforslag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer |.
Tisdagen den 8januari 2013, kI  1400-1900.
Hjépmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |Gsningarna pa ett sddant sétt att berdkningar och resonemang &r |4tta att f6lja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1
Modul 1.

2
Betrakta differentialekvationen 9Y _ Y~ - 3Y .
dt 3
For vilka startvérden y, = Y(0) & grénsvéardet limy(t) andligt ?
® ¥

Bestam dérefter den 16sning som uppfyller villkoret y(0) =4 samt ange dess existensintervall.

L 8sning:
Vi bestammer forst de stationara losningarna. De erhdlles da derivatan &r lika med noll.
Vifér:y, =0 Y, = 3. For att undersoka grénsvérdet studerar vi derivatans tecken.

Nu over till det endimensionella fasportréttet.

0 3
> | <« > y

Gransvardet limy(t) & andligt for startvarden y, = y(0) £ 3.
® ¥
Nu over till den separabla differentialekvationen. ( Den &r &ven Bernoullsk.)

Konstantl dsningarna uppfyller g villkoret. Vi omformar differentialekvationen och partialbraksuppdelar.
y(y- 3) dt ey y- 3gdt
Integration med avseende p& t ger: - Infy] +Inly - 3 =t + |n|C1|.

. . ro Y- y t t 3
Losut y. Vifar Inf—— =t +In , =xCe =Ce, y= .
uty. Vi yz‘ |C1| o y 1- Ce
4-3 1 12
Villkoret V(0) =4 gr C=—— == . y=——— .
tikoret Y(0) =4 oor €= = Y= 4
0 In4
| | ;

Existensintervallet & {t :t <l n$.

SVAR: Gréansvérdet limy(t) andligt for startvérden y, = y(0) £ 3.
® ¥

12
Den sokta ldsningen & y = 1 d och dess existensintervallet & {t :t <In4.
Modul 2.
aiX ¢
Betraktadetlmjarasystemetx AX, dar X = _Gdt- och X = 69(0
gdy eyo
edtﬂ

Den kvadratiskamatrisen A uppfyller foljande likheter: Aé 6900 h A{:re 0 ? 80
€9 e-1lg ed4p

4..
Bestém systemets allménna |6sning samt bestéam gransvérdet lim X(t) d& X(0) = Eé}ZZ(;'
t®¥

L &sning:



Vi bestdmmer matrisen A :s egenvérden och egenvektorer.

(0] (0] 0] . . 0] (0]
ABO_BH B2 EH AP0 B0 riive AT 20 4B %0

Qo &9p " e 1lg eddg o AT g e 11 e- 110
Hérur kan direkt avlasas att A :s egenvérden och egenvektorer.

Vifar A, =9 Vl—éo ochA, =-4 ,v,= ee 0

stemets allméanna [6sning kan skrivas X = eg‘é°+ g"& " O
Systemets allmanna |6sning kan skrivas o 4o C, 11
4

Vi besta den |6sni fyller villkoret X(0) = % .
i bestammer den 16sning som uppfyller villkor ©) 0g

44 @o o _ 45
X(0)= & O = =-2.Vilketger X = -2 ‘“6 g 0
= 0= 680 * %8 1159 470 G Hret e © &g © &0
Det sbkta gransvardet & lim X (t)=0.

t®¥
Det kan dven inses genom att startpunkten ligger pa egenvektorn hdrande till det negativa egenvardet.

oo, @20 |
SVAR: Systemets allménnalosningar X = ge™ ¥ +Ce ¥ . Det soktagransvardet & lim X (t) = 0.
dg e- 1lg t®¥

Modul 3.
Funktionen f (X)) = 3+2Xx , 0<X <5 kanutvecklasi en cosinusserie, en sinusserie och en fourierserie.
Bestéam vad respektive serie konvergerar mot for X =5.
L sning:
Eftersom funktionen och dess derivata & kontinuerliga ( Det récker med styckvis kontinuerliga,)
paintervallet s3 konvergerar serien mot medelvardet i den aktuella punkten.
For cosinusserie skall en jdmn funktion betraktas.
f5)+f(5) f(-5)+f(5) 13+13
Cosinusserien konvergerar mot ) > ) = ( )2 ) = > =13.

For sinusserie skall en udda funktion betraktas.

f(5)+f(5) _ f(-5)+f(5) -13+13

Sinusserien konvergerar mot = = =0.
2 2 2
Foirierserien konvergerar mot &) ; &) = @ ); 'G) = 3+213 =8.

SVAR: Cosinusserien konvergerar mot 13.
Sinusserien konvergerar mot 0.
Foirierserien konvergerar mot 8.

Del 2

11.a Ange det storstaintervall i vilket I6sningen till y¢=3x°(y* +1), y(0) =1 existerar.
Ar |6sningen entydig ?

Ar foljande pastédenden sanna eller falska.

b.L& y = f(x) varaenl6sningtill differentialekvationen y¢=y’ + 9.

Ldsningskurvan har lokala extrempunkter.

c. y = X° & enlosning till begynnelsevérdesproblemet y¢= Sy%’, y(0) =0. Losningen & entydig.
L 6sning:
a. Den givnadifferentialekvationen &r separabel. Den saknar reella konstantl dsningar.
Y& oo
y +1

Vi omformar ekvationen: . Integration med avseende pa X ger arctany = X +C.



E. Vi far arctany:x3+% . Men - %<arctany<9.

2
Detta ger oss foljande olikheter - % <x®+ p p

Omforma - 3p =- p p p p p , <X <§/7
4 4
Det storstaintervallet & | | X:- 3/— <X <’oi/7g

of (x.y)
ay

Villkoret ger C = arctanl =

Vi har att bade  (x,y) = 3x*(y* +1) och =3x° 2y & kontinuerliga.

DA ar |6sningen entydig.
b. Falskt, ty derivatan &r storre an noll.
c. Falskt, ty vi finner tvalosningar. Det & y = X och y = 0.

] ,3 U
SVAR: a Det storstaintervalletar { X :- 3 Zp <X < 3\/%% L dsningen entydig.
|

b. Falskt.
c. Falskt.

12.a L& y,och y, varatvélosningar till differentialekvationen y@+a, (X)y¢+a, (X)y=0.
Hur undersoker man om Y, och Yy, &r linjart oberoende ?

b. Visaatt Wronskianen\W(y;, y,) till y,och y, satisfierar differentialekvationen dle +a, (X)W =0.
X

( )d
c. Harled Abelsforme W = Ce GO0

L &sning:
a. Man undersoker Wronskianen W(y.,

Om den & skilt ifran noll & 16sningarna linjart oberoende.
¢ yj = Y1Y8$- Yoye

ye yg T R

Inséittning i vénstraledet av ekvationen ger VL = a, (X)(y/$+y, Y& Y- V.yB +a(X)(y.yg- v,¥8 -
Vi omformar s att den givna differentialekvatonen, &, (X)y &+ a, (X)y ¢+ a,(x)y = 0, kan anvéandas.

VL = az(x)(qu@-l'ylyzm; YM' Y2y9+a1(x)(y1yg' yzyfg

VL =y (a,(x) ygh 2 (X)y$) - Y(8,(X)yd a, (X)yf)

Vi adderar och subtraherar y,a, (X)Y, -

VL = yi(a,(x) ygt &, (X)yg+a, (X)) - Yx(a, (X) yibt & (X) yg+ 8,(X) ;)

Meny, och Y, & tvalosningar till &, (X)y®@+ a, (X)y ¢+ a,(x)y = 0.

VifarddVL =y, 0- y,0=0=HL.

c. Differentialekvationen aZ(X)CLL)Y +a,(X)W = 0 & linjar ( Aven separabel.)
W a(x)

b. Wronskianen W(y,, Y,) =

Vi bestdmmer en integrerande faktor. Forst omformas differential ekvationen: dX a, (X)W 0 az(x) 1o,
\: (KXX)Z dx dw al()() W=0 04-2:1 (>;) X
. " X o = )
En integrerande faktor & e . Multiplicera dx a2 (x) med e .
‘algxl sai(X) \ E 2 ..
. 2 az(x)dx dw + az(x)dx ai(x) =0 d ::(Xx)d l,J
Vi erhdller © € = U vilket kan skrivas — | We y=0.
dx a,(X) dx 5 b



a (X ; \al(x)dx

dx o
Integreramed avseende p& x: We 2™ = C vilket ger Abdsformel W = Ce =™

SVAR: For a, b och c se ovan.

13.a Definiera Heavisides stegfunktion U(t - @) och bestam dérefter dess |aplacetransform utgéende fran
laplacetransformens definition.
b. Bestam laplacetransformen till funktionen f (t) = U(t- a)U (b- t) dar a<b.
c. Bestam |aplacetransformen till funktionen g, (t) = EU(t - a)U(a+e - t)dare >0.

€
Lt darefter ¢ ® O i laplacetransformen.
d. Bestam y(g ) 08 Y@+ 2yG+ 5y = 20 (t - E) och y40) = y(0) = 0.

L &sning:
Heavisid egfunktion U(t —\111t>
a. Heavisides stegfunktion -a= .
( ) %O ,t<a

¥
L aplacetransformen for en funktion f (t) gesav L{f(t)} = Of(t)e “dt.
0

For Heavisides stegfunktion far vi

¥ ¥ I b -sa -sa
L{U(t- a)} = Ut a)e'Stdt=c‘je's‘dt=[e_—S] ={s>¢ =0- = ==
0 a a -
b.Da U Lot hU(- t 1>t foljer att
.Da ('[-a)—%0 ,t<a0C (b- )—%0 b<t oljer at
fH=Ut- aub-y=| 25 =P
() =U(t- a)u(b- )_%0 Ct6
¥ ¥ b e—w_ e—sb
L{f(t)} = Of(t)e *dt= (t- a)U (b- t)e *dt = g *dt = —
0 0 a
¥ ate - _ o s(ate)
c. |—{§lg('[)}=(‘)1U('[-a)U(a+s-t)e‘s‘o|t=_l (‘)E'Stdt=e ";
0t € €
eRl-e%) e®l-@L- s +0(c? e %(x - O? -
L{g. ()} = ( ) el ) _es-Ke)_, L- O(e)).
€S €S €S

Héar har vi MacL aurinutvecklat exponentialfunktionen.
Lite ® 0 L{g, ()} = e @ - Oe)).

Daerhdlles lim L{gs (t)} =€ = vilket & laplacetransformen av Diracs deltafunktion.
e®0

d. Laplacetransformera y@+2y¢+5y = 25 (t - E) .

s2Y(s) - sy(0) - y&0) +2(sY(s) - y(0)) +5Y(s) =2e SE
(s +25+5Y(s) = 2 "
. .sE
2e ¢ 2e ¢

Y(s) = =
(s) s?+2s+5 (s+1)°+4

Da den inversalaplacetransformen av Z(S) = ger A(t)=e"'sin2t blir

2

(s+1)°+4
Py R p

=U(t-~)e *sn2t- =<

y =ut- e *sin(t- )



Det sokta funktionsvardet y(2) blir y(2)=U & G p_ i
y(2)bllry(2)—U(2 )e sin2 ) 1e * sm =e

2
SVAR:
. : _il,t>a e
a Heavisides stegfunktion U(t - a) _%O t<a’ L{u(t- a)}=—
A _ A
b. L{U (t- a)U(b- )} ==—2—
il U o -S(a+e) . -
c. L{g. (t)} = Lf—U(t- aU(a+e- t)%= AimL{g ()} =€ .
€ e®0
p -B
d y(=)=e*.
y(5)

14. Klassificera med avseende pa stabilitet de kritiska punkternatill ett plant autonomt system svarande mot den icke-
linj&ra andra ordningens differentialekvation X @&+ w (x” - 1)x¢+ X = O fér alaredlavéarden pé w .

L &sning:

Skriv den givna differential ekvationen som ett system.

. y )
Infor en ny variabel Y enligt y = X (. Vi erh8ller systemet: E‘E(qb @' Q ) 2
ey exws e-u(x*-1)y- xo

Vi bestdmmer de kritiska punkterna. De erhélles da tangentvektorn &r lika med nollvektorrn.
Vi erhdller endast en kritisk punkt: y=0 ,X =0 dvsorigo.

For att undersdka stabiliteten linjariserar vi det icke-linjdra systemet.

Linjariseringen sker med hjalp av Jacobi matri sen(funktional matrisen)

Jacobimatrisen blir J =& 0 Lo
obimatrisen blir J(X, Y) Euzxy-1 -u(é- 1o

g 1o

| den kritiska punkten f&r vi J(0,0)=$ =A.
e-1 ug

Bestédm matrisens egenvérden.

Den karakteristiska ekvationen 0 = det(A - Al) = |O__ 17¥ 1

) )\| ger foljande A2 - uA +1=0.

Mi\/uz- 4.

2

2
Kvadratkomplettera: (A - ) =(= ) =22 Egenvérdena A, , =

DAw’3 4,dvsu 3 2 eller uf -2 erhdlles reella egenvarden.
For w £ - 2 & den kritiska punkten asymptotiskt stabil.
Foru 3 2 & den kritiska punkten instabil.

Da uz <4 dvs - 2 < u <2 erhdlles komplexa egenvérden.

Foru = ReA <0 & den kritiska punkten asymptotiskt stabil.

Foru = Re\ >0 & den kritiska punkten instabil.

For w = Reh =0 kan ingen slutsats dras frén det linjariserade systemet.

? N & y 6
Menfor uw = ReA =0 blir det icke-linjara systemet =¢ linjart.
ey e-u(x*- 1)y- x@

Vi erhdller i dettafall ea(% evo_g0 logo
e-xg e-1 Ozeyg
Denna matris har egenvardena Ay, = %i. Den kritiska punkten & en center och darmed stabil.

SVAR: For u £ - 2 & den kritiska punkten asymptotiskt stabil.
Foru 3 2 & den kritiska punkten instabil.
-2<u<2
Foru = Rel <0 & den kritiska punkten asymptotiskt stabil.



Foru = ReA >0 & den kritiska punkten instabil.
For w = ReA =0 &r den kritiska punkten stabil.

2 2
15. L6s Laplaces ekvation Py +F =0 irektangein 0<Xx<m , 0<y <1 medrandvérdena
X y

u"(O,y) =u(m,y)=u(x,0)=0 ,u(x,1)=1.

L &sning:
Vi léser problemet med variabel separationsmetoden.

Satt: u(X,y) = X(X)Y (y).
Insdttning i differentialekvationen ger: X X)Y (y) + X(X)Y &y)=0.

X&) _ YRY) konstant=A , A I R.
X(X) Y(y)

Den partiella differential ekvationen dvergdr i ett system av ordinéra differential ekvationer.
I X®x)- AX(x)=0
i
TY®Y)+AY(y)=0
For "X-ekvationen" behandlastre olikafall: A >0, A =0 och A <O0.
A>0,A=u’, ulR A =0 A<0,A=-u? ,ulR
X(x)=Ae"+Be " X(x) =Ax +B, X(x) = A, cosux +B,sinux
Variabel separationen och villkoren U(0,y) = u(z,y) =0 ger X(0)Y (y) =X(xt)Y(y) =0.
Dettaskall gdllafor alaaktuellay . Ger att X(0)= X(xt) =0.
A>0,A=u?, ulR A =0 A<0,A=-u? ,ulR
j0=X(0)=A,+B, 10=X(0)=B, j0=X(0)=A,
10=X(1)=Ae" +Be 10=X(n)=Am+B, 10=X(n)=A,cosur +B,sinur
Endast den triviala lGsningen. Endast den trivialalésningen. Detta system har icke-trivialalGsningar da
u=n,nl N. X(x)=B;sinnx.
Vi erhdller icke-trivialalésningar endast da separationskonstanten A = - MZ, ul R.

I X ®X)+u?X(x)=0
Systemet & da: | ) .
TY®&y)- u7Y(y)=0
Nu over till "y-ekvationen”. Den har I6sningen: Y (y) =Ce™ +De ™.
Villkoret U(X, 0)= 0 och variabelseparationen ger: X(X)Y (0)=0 , vilket skall gdllafér allaaktuella X .

Vi erhdller: Y(0)=0.Dettageross:. 0=Y(0)=C+D, D=-C. Y(y)=C(e”- € ™).
¥

Divideramed X(X)Y (Y):

[*] - .
Superpositionsprincipen ger: U(x,y)=Q a,(e” - € ¥)sin nx.
n=1
Det terstdr att bestdmma a,, .

¥
Det resterande villkoret U(x,1) =1 ger: 1= u(x,1) = & a (e"- eMsinnx.

n=1
Har ar an(e” -e n) fourierkoefficienterna for den udda funktion som paintervallet (0,7t ) &r likamed 1.
27 2[- cosnx]™ _ 21- cosnm 2 1- cosmn
Vierhdller: g,(€" - € ")=— sinnxdx = — E——a, T .
T, T n 0 = n nnle-e’)

s 2 1-CoSmN , v - 1we
U(xy)= 8 == (€” - & ™)sinmx
it nEe-e)

¢ 2 1- coszmn

SVAR: Den siktalésningen &r: u(x,y)=a —

o e_n)(eny - € ™)sinnx.
n=1 -



