L dsningsfordag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Onsdagen den 22 maj 2013, kI  0800-1300.
Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang &r |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1

Modul 1.

Ett foremal tas ut ur en ugn med temperaturen 200 grader Celsius.
Foljande modeller for en avsva ningsprocess har fores agits.

Modell 1: Cclj_-{:_ k(T - 20) Modell 2: ?TI:k(T' 30)

Har ar T foremdletstemperatur vid tiden t i grader Celsius och k &r en positiv konstant.
Undersok vilken modell som &r rimlig for avsval ningsprocessen och bestam dérefter
foremal ets temperatur efter 1ang tid for den aktuella modellen.
L 6sning:
Studera derivatans tecken och rita upp funktionernas uppforandei faslinjen.
Modell 1:
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| modell 1 &r derivatan negativ for temperaturer 6ver 20 grader Celsius.
| modell 2 &r derivatan positiv for temperaturer 6ver 30 grader Celsius.
Den modell som svarar mot en avsval ningsprocess & model| 1.
Foremal ets temperatur efter 1ang tid & 20 grader Celsius.

SVAR: Det & modell 1 som & rimlig for en avsvalningsprocess.
Foremal ets temperatur efter lang tid ar 20 grader Celsius.

Modul 2.

l..
L A= eé 1 ;. Angei forekommande fall allareellavéarden pa o for vilkaden kritiska punkten
- (04

(0,0) till systemet av linjara differential ekvationer O;—i( = AX & a) stabil spirapunkt och b) center.

L 6sning:
Vi boérjar med att bestédmma matrisens egenvéarden.

o . 0- A 1
Dessa erhalles ur ekvationen 0 = det(A - M):‘ 1 1k
- a-
e a2 _ o> o? _ o, a’-4
Vifar A" -al+1=0; (A-—=)"+1-—=0;(A- =) =
2 4 2 4
+o? -
Egenvérdena &r A :a'—;4 .

a) For att erhdllaen stabil spiralpunkt kravs att egenvéardena & komplexa och realdelen &r negativ.



.. 1a<0 ja<0
Vi far ’:‘(12'4<0 ':‘-2<OL<2
b) For att erhdlla ett center kravs att egenvardena & komplexa och realdelen &r noll.
e 1070 ja=0
Vi far %012'4<0 ':‘-2<OL<2

{-2<a<0.

{a=0.

SVAR: @) -2<a<0 b)a=0.

Modul 3.

t

Bestam y(g) och y(p) da y(t) + &ft- V)y(v)dv = U(t) - U(t - g) t>0.

Har & U(t) Heavisides funktion.

L 6sning:
1 1 i
Vi laplacetransformerar ekvationen. Y(s) + < Y(s) =~ - €
S S S
LOsut Y(s).
P S N
Y(S)(S +D) =5(1- e 2), Y(S)=sz+1(1' e ?).
Atertransformera.
y(t) = cost- U(t - g)cos(t- —g).
Nu over till de sokta funktionsvérdena.
P, _ p p P E p, _ 1 1 _1
=)=cos=-U(5- Z)cost - 0)=—F=-0xF==—F4
y(4) 4 (4 2) 2) 2 NG

y(p) = cosp - U(p - %)cosp i 12’):- 1-1x0=-1

SVAR: De sokta funktionsvérdena & y(g):% och y(p)=-1.

Del 2
11. Ar péstéendena a), b) och c) sannaeller falska ? Motivera!
a) L& y= f(x) varaen losning till differentialekvationen y¢=16 + y.
L dsningskurvan har |okala extrempunkter.
b) y = x* & en I6sning till begynnelsevérdesproblemet y¢= Sy%, y(0) = 0. Lésningen &r entydig.
c) Betrakta differentialekvationen % = f(x,y) d&r f och Z—f ar kontinuerligai ett rektangulart
X y

omréde R i xy-planet. Tvalosningskurvor skar varandrai en punkt i omradet R.
d) Lat y,(x), y,(x) O, varaen|dsning till differentialekvationen %’ +P(X)y=0.
X

Héarled den allméannaldsningen till differential ekvationen % +P(X)y=f(x).
X

Ldsning:

a) Falskt, ty derivatan ar storre &n noll.

b) Falskt, ty aveny = 0 & en 10sning.

c¢) Falskt, ty villkoren ger att det ar entydig |6sning.

d) Vi ansétter att den allméannaldsningen till % +P(X)y=f(X) ar y(x) = zZ(x)y,(x) .
X



yl( )

insetning ger 220y +209 2 + PO () = 109
Vi omformar uttrycket och utnyttjar att y; (x) & en losning till g_x +P(X)y =0.
dz(x) aeﬂyl( ) 6_ m e 9200 _ f(0)
o K00 T2 = PO 100, 00 = F0) S =
Integrera med avseende pa X.
AX)= 00— ut )dx +C
%)

LIC
1()

Den almannalésningen till g—y+P(x)y— f(xX) gesav y(x) = Cy,(X) + y,(X) ¢

y(¥) = Zx)y,(x) = yl(X)‘?oy—dX+C = Cyi(X) +Y1(X)C

LICI

(X )
SVAR: Pastéendenaa), b) och c) ar falska.

d) y(x) = Cy,(x) + yl(x)(‘))%dx. For hérledningen se ovan.

12. Vad menas med en fundamentalmangd av |6sningar till en linjar homogen
differentialekvation av ordning tre ?

Funktionerna y, =2x> +3x", y, =x*, y,=x°, y,=7x° +5°Inx och y, = x* +3x%In x
ar 16sningar till en linjar homogen differentialekvation av ordning tre.

Bestdm en fundamentalméngd av |6sningar till differentialekvationen samt bestéam den
|6sning till differentialekvationen som uppfyller villkoren

y@ =0 ,y®1) =0 ochyd) =-2 .
L dsning:
{¥., Y.y} & en fundamentalméngd av I6sningar till en homogen linjér differentialekvation av
ordning treom y,,y, och vy, satisfierar differentialekvationen samt ar linjart oberoende.
En fundamentalmangd av |6sningar till differentialekvationen ges av {xs, x4,x3Inx} .
Den almannalosningen & y(x) = ax’ +bx* +cx®Inx, dér a, b och c & godtyckligareella
konstanter. For att bestamma den sokta |6sningen behdver vi forsta- och andraderivatan.
y&x) = a3x’ +b4x® +c3x Inx + o , yex) = abx +b12x* + o6xIn x+ c3x + €2X .

‘*O=y(]):a+b .‘ra:-b .}a:Z
V|IIkorenger|O y§)) =3a+4b+c i0O=b+c ,c=-Db ib=-

-2=y@f) =6a+12b+5¢c {-2=-6b+12b- 50, b=-2{c=2

Den Sbktalbsnlngen a y(x) =2x°- 2x* +2x°Inx. Observeraatt x>0.

SVAR:
{¥.. Y.y} & en fundamentalméngd av I6sningar till en homogen linjér differentialekvation av

ordning treom y,,y, och y, satisfierar differentialekvationen samt &r linjart oberoende.
En fundamentalmangd av |6sningar till differentialekvationen ges av {x3, x4,x3lnx} .
Den soktalosningen & y(x) = 2x*- 2x* +2x°Inx.

L j 3+x, 0<x<p

13. Betrakta en funktion givenav f (X) = l 34X, - p<x<O’
Vidare gdller att f (x+ 2p) = f(x) . Bestam fourierserien hérande till funktionen f .



Bestam aven fourierseriens summafor x = - 3—; och x =3p.

L 8sning:
Funktionen f & en uddafunktion Den éar periodisk med perioden 2p.
P
f har en fourierserie pa formen a b smnz —a b,sinnx, dér b, = i Of (X)sinnxadx.
n=1 n=1

p
Vi utnyttjar att f och sinnx & udda funktioner och far da b, = 2 3+ x)sinnxdx .
0

- COSNX 2 -cosnp  _1p
dx=—=(8+p———+3—-0.

P
Partiell integration ger b, = g[(3+x)‘—0%33X]8 42 o
p

0

f tilldelasfourierserien f ~ a %ee 2C09p 61 CosnpooSlnnx .

n=1 ee n pn 929
| "Mathematics Handbook" under "Special Fourierseries' kan (2) och (19) anvandas.
Vid berékning av fourierseriernas summaanvandes f (x+ 2p) = f(x).
Fourierserien konvergerar mot funktionsvérdet i punkten vid kontinuitetspunkt.
Fourierserien konvergerar mot medelvardet i punkten vid diskontinuitetspunkt.
Vi anvander att funktionen & periodisk, dvs f (x+ 2p) = f(x).

For x = - 2p konvergerar fourierserien mot f (- p):f(- 2p +g):f(—g):3+£2) .

For x =3p konvergerar fourierserien mot
f@p)+ @) _f()+f(@)_fp)+f()_(-3- D+@+p) _,

2 2 2 2
SVAR:
¥
f tilldelasfourierserien f ~ éaeeZCosmp 1 Cosnpoosinnx.
n—lee n pn ﬂﬂ

For x = - 3_2p konvergerar fourierserien mot 3+B2 .

For x =3p konvergerar fourierserien mot O .

14. Vad menas med fundamentall 6sningar till systemet av differentialekvationer X¢= AX ?

e o 8e3‘ ade'y e +5e™
Systemet har foljande [Gsningar X, =¢ , X, =¢ , X;=¢_ + och X,=¢ .
et g’ st e2e'g eed +5¢" g

Bestdm en fundamentalmatris till systemet. Bestam darefter den konstanta matrisen A .

La B vara2x2 och hamultipelt egenvarde A med endast en egenvektor K .

Angeforst en16sning, Y, till systemet Y ¢= BY . Matrisen B & konstant.

Redovisa dérefter hur en av Y, linjért oberoende |6sning till systemet kan bestammes.

L 6sning:

Fundamentall 6sningar till systemet av differentialekvationer X ¢= AX &r linj&rt oberoende |6sningar
till systemet och spanner upp |dsningsrummet.

| en fundamental matris bestar kolonnerna av de linjart oberoende |6sningarna. | vart fall behdvs tva

e e%p 4t
Vi vdjer fundamentalmatrisen F =¢ oo Observeraatt detF =" 1 0.
ee' e’g

Nu 6ver till bestdmning av den konstanta matrisen A . Varje kolonn i fundamental matrisen
satisfierar systemet X ¢= AX. Dettainnebér att &ven fundamentalmatrisen satisfierar X¢= AX.

Vi far F ¢= AF . Vi bestammer A genom att multiplicera F ¢= AF med inversentill F fran hoger.
Dettager F&E " =AFF ', A=F ¢



éﬂe %Stg _l_ 1 é&?}t _étg_éee _e"o_'
F¢= a o F Al PR S -3t
ee! Fg e e-e 269 e-e 2e°'g

FE'=AFF ", A=F¢™
e Fr'pxee! -e'p 1 43
A=FE'=¢ 2ee e o g To
ee! X'gee’ 26%g €2 5o
Enlésning, Y,, till systemet Y ¢= BY gesav Y, =Ke".
For att erhdllaen av Y, linjart oberoende [6sning till systemet ansitter vi Y = (L +Mt)&".
Insittning i systemet Y ¢= BY ger Mé"' +(L +Mt)e"'A =B(L + M t)e™
t{BM - AM} +{BL - AL- M} =0
i(B- M)M =0
Identifiering ger |
iB-NML=M"
Vi ser hér att M & en egenvektor till matrisen B och L @ enlosningtill (B- AM)L =M .

SVAR:
Fundamentall6sningar till systemet av differentialekvationer X ¢= AX &r linjart oberoende |6sningar
till systemet och spanner upp |6sni ngsrummet

2e' e 1 4
En fundamentalmatrisen & F =€ 0 . Den konstantamatrisen A = ee 0
ee! e¥g e-2 5g°

N _1(B-MM=0

Y, =Ke™. Enav Y, linjart oberoende I6sning till systemet: Y = (L +Mt)&". (B ML = M

15. Vid tiden t = 0 innehaller en damm 10 miljoner rent vatten.
Inget vatten kan forsvinna via avdunstning fran ytan eller 1ackage genom dammens botten.
Med hastigheten 5 miljoner liter per &r flyter for t >0 orent vatten, innehdlande en kemikalie, ut i
dammen och blandas omedelbart med vattnet i dammen. Det blandade vattnet kan sedan flyta ut med
samma hastighet som det instrommande. Koncentrationen c(t) av kemikalien i det instrémmande
vattnet gesav c(t) = 2 +sin2t gram per liter, dér t métsi ar.
a) Lat Q(t) varamangdeni gram av kemikaien i dammen som funktion av tiden t.

Stéll upp en differentialekvation vars |6sning ger Q(t).
b) Bestdm Q(t), t >0.
c) Efter lang tid kommer Q(t) att narmasig en funktion som pendlar mellan tvadvarden m och M,

dar m< M. Bestdm dessa tva varden.
L 6sning:
a) Vifar 92 25:00° 2 +sin2t) - 5:00° xXL
dt 10X10°
b) Fér enklare berakningar infor vi en ny variabel g(t) =10 >Q(t) vilket ger
% =5(2+sin2)- (t)
Vi har en linjér dlfferentlalekvation av forsta ordningen vilken omformastill standardform

dq q(t)—10+55|n2t
dt 2

Den allmanna | sningen erhalles som summan av allménna homogena | 6sningen och summan av

partikulérlésningarna.
L

Allmanna homogena lsningen & g, = Ae 2.
Partikulérldsning et q, =20 och for partikulérlGsning tva ansétter vi g (t)=acos2t+bsin2 .



dg _ q(t)

Inséttning i differential ekvationen dt > =5sin2t
b
ger - 2asin2t +2bcos2t + acosZt2 bsin2t =5sin2t

Forenklingger (-10- 4a+b)sin2t+(4b+ a)cos2t=0vilketger a=-4b och -10+17b=0 .

. 4 10 .
Vifar g, (t)=- —00052t+—osm2t.
: 17 17

__t
Den almannaldésningen blir g(t) = Ae 2 +20 - %)COSZ'[ +i—(7)si n2t.

Bestdm konstanten A. Vid starten ar det rent vatten vilket innebér att g(0) =0.

Insdttning ger 0 =q(0) = A+20-% hA_-@

17
1
Den alménnaldsningen blir g(t) = - %)e 2+20- ﬂ30052t+1—(7)si n2t och

17

300 - 40 10
t) =10° xq(t) = 10°(- 2+2o- —cos2t +—sin2t
Q(t) xq(t) (-—= 17 17 17 )-

c) For storavarden patiden t kan exponential funktionen férsummas. Vi gor en grov uppskattning

och konstaterar att cosinus och sinus ligger mellan minus ett och ett. Vi far da uppskattningen

40 10 40 10

10°(20 — - =) <Q(t) <10° 20+—+—

(20 - ) <QU <10°(20+ -+ 1)
290 390

17:0° > m—?lo <Q(t)<—710 =M »23%0°.

QO

10x10°

b) Q(t) =10° xq(t) =10°(- @ 2+20- %cosZHi—?stt)

c) 170° » m iiolo <Q(t)<3—97010 = M »23%0°

SVAR: a) d—? =5x10° X2 +sin2t) - 5x10° x——



