L dsningsfor slag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Tisdagen den 20 augusti 2013, kI 1400-1900.

Del 1

Modul 1.

En termometer tasinifran ett rum och ut dar temperaturen ar 5 °C.

Efter 1 minut avléses 15 °C och efter 2 minuter avléses 10 °C. Vad & rummets temperatur ?
Antag att Newtons avsvalningslag galler, dvs att avsval ningshastigheten ar proportionell mot
temperaturdifferensen mellan termometern och omgivningen.

L 6sning:
L&t T(t) varatemperaturen vid tiden t och k en proportionalitetskonstant.
Newtons avsvalningslag ger foljande differentialekvation ?j—-tr =k(T- 5).
Vi har erhdllit en linjar differentialekvation av ordning ett.
Dess dlmannalésning & summan av den allmanna homogena | 6sningen och en
partikul &losning. Vi f&r T(t) = Ae" +5. Temperaturen vid tiden t = 0 skall bestdmmas.
_ , i15=T@) = Ae"+5 i ~ 110 = Ae
De givnavillkoren ger féljande system: { vilket forenklastill | :
110=T(2) =A™ +5 i5=Ae*
Divisonger 2=¢*, k=- In2 vilket ger A= 20.
Temperaturen vid tiden t & T(t) =20e " "*+ 5. Rummets temperatur & T(0) = 20€” +5 = 25.
SVAR: Rummets temperatur & 25 °C.

Modul 2.
Antag att (x +1)y ¢+xy¢- y =0 ,x > 0. Enlosningtill dennaekvation & y(x) = €.
Bestam allméannal6sningen.

L 6sning:
En l6sning &r given. Anvand reduktion av ordning.

Inséttningavy =€z ,yt=e"z¢ €z, y&t=¢€ "z¢- 2e *z¢+€ *z i differentialekvationen ger:
(x +1)(e *z¢&- 2e *z¢+e*z) +x(e *z¢- €*2)- € z=0, (x+1)z&+ z€-2(x +1)+ x) =0.
Reducera ordningen. Séit: u =z¢ u¢=zd@. (x +1)u¢+u(-2- x)=0

u_¢: X+2 =1+ 1

u x+1 X+1'

Integreramap x: Injul=x +Inx+1+In|C,| , u = 2C,(x +1)e* =C,(x +1)¢*, z¢= C,(x +1)e".
Integreramap x: z=C,xe* +C,. y=€ z=€(C,xe" +C;)=Cx+C,e ".

Kontrollera att aven y(x) = x a en losning till differential ekvationen.
Vi har tvalinjart oberoende |Gsningar vars linjarkombination & den allmanna | dsningen.
SVAR: Den alméannaldsningen & y = C,x+ C.g *.

Modul 3.
For den jamna funktionen f med perioden 2t géller att f () =sinx, da 0O<x<m.

. : 3 : .
Bestam fourierseriens summafoér x = % . Ange aven f:s fourierserie.

L dsning:
Funktionen f &r kontinuerlig for x = % D& &r fourierseriens summalika med

f(%) = {perioden & 2 x} = f(%- o) = f(- 12) ={f & jamn} = f(%) :sin%zl.

. . .2 48 1
Enligt BETA har f fourierserien —- —é ————COS2X.
T T, 4nt-1



2 438
SVAR: Fourierseriens summa for x = E ar ett. Fourierserienar — - —a
2 T W 4n’-

COSZ2nX.

Del 2
11. Betrakta randvardesproblemet y@&+Ay =0 ,y(0)=0, y(rxt / 2) =0. Undersok om det & mgjligt
att bestammavarden pa A s att problemet far a) trivialalésningar b) icke-triviala lésningar.
L dsning:
Vi undersoker [6sningarnatill den homogena differentialekvationen for allareella varden pa A
Vi bérjar med den karakteristiska ekvationen r? + A = 0.
Behandladetrefalen A >0, A=0och A<O0.
A>0 A=u’ ul R
y@+u’y= 0 har I6sningen y = A cosux + B sinux.
f0=ywr:A j0=A
Villkoren ger i :
J iO y(Z ) Alcos— +Bls|nMIO io Blsm%
Icke-trivial |6sning d& % =np, u=2ndvsA =(2n)*=4n*, n>0,nT N.

Trivial 16sning d& A 1 4n?.

A=0

y®=0 har I6sningen y=Ax+B,.
10=¥0) =B y%zo

Villkoren ger |

{0=Y(0)=AL+B, {AZ=
Endast den trivia Iosnmg erhalleﬁfor A =0.

o (A=B=0 .

A <O, 7\2-“2, MT R
y®- u’y =0 har I6sningen y = Ae" +Bg .
W=W®=%+% 1B =-A,
V|IIkorenger| i up A;=B;=0 .
=y ) A3e2+l33e2 10=A(e2 - ez){

Endast den tr|V|al Iosnlng erhdllesfor A < 0.
SVAR: a) Trivialalésningar erhéllesfér A< 0, A=0och A1 4n?, ni N.
b) Icke-trivialalosningar erhdllesfor A =4n?, n>0, n1 N. (y =B, sin2nx).

12. Bestam en kontinuerlig funktion som &r styckvis deriverbar och uppfyller
) dy . j2x CEx<1

begynnel sevérdesproblemet v +2xy = f(x) dar (X =lg x31 och y(0) =2.

L dsning:

Vi har en linjar differentialekvation av ordning ett.

Multiplicera differentialekvationen med en integrerandefaktor. En integrerandefaktor a e

2 dy le ‘2x 0E£x<1 dyr Te’2x  CEx<1 2 le +c CEx<1
e +e 2xy —{ye } , ye =i :
dx |O x31 dx |O x31 G, x31

) . 11+e¥ 0£x<1
Bestam konstanterna. Villkoret y(0) =2 ger 2=1+c¢ , ¢,=1. y=j 2 :
|c2e x31

Det terstar att bestamma konstanten c, . Kontinuitetsvillkoret ger 1+e* =ce’™*, ¢, =1+e.



i1+e¥ 0£x<1
Vifar y=i :

|(1+e)e x31

11+e¥ 0£x<1
SVAR: Den styckvis deriverbara, kontinuerligalosningen & y =i :

il+ee” x31

13. Vad menas med att tva losningar till en linjar differentialekvation av ordning tva ar linjart
oberoende ? L& y,(x) = x% y,(x)= X +x° och y,(x) =3x*+ 4x° varal6sningar till
differentialekvationen x*ydt+ axy¢+ by =0, x >0. L&t vidare y = x* Inx varaen partikul &rlosning
till den inhomogena differentialekvationen x’y@+ axy¢+ by = g(x), x >0.
Bestam den inhomogena differential ekvationen.
L dsning:
Lé f och g varatvaldsningar till en linjar differentialekvation.
Da &r funktionerna linjart oberoende om och endast om ekvationen c,f +c,g =0 endast har den
trivialalosningen dvs c, = c, = 0.
Vi véljer ut tvalinjart oberoende losningar. Tag v, (x) = x* och y,(x) = x°.

i x?6x +ax3x*+bx’ =0 j | 6+3a+b=0
Inséttning i den homogena differentialekvationen ger: i

T x22+ax2x +bx? =0 {2+2a+b=0
Systemet har 16sningen a=- 4, b =6. Det dterstér att bestdmma g(x).
Insdttning i den inhomogena differentialekvationen av partikularlGsningen y_ = X’ Inx med
konstanterna a=- 4, b=6 ger g(x) =x* (21 +2+1) - 4x(2xInx +x) +6x° Inx =- X°.
Den inhomogena differentialekvationen & x°yat- 4xy¢+6y = - x°.
SVAR: Vér sokta differentialekvation & x’y@- 4xy¢+6y = - X .

14. La F varaen fundamentalmatristill systemet av linjara differential ekvationer Z—): =AX.

Hérled en partikuldrlésning till systemet C;—i( =AX +F,d& F & envektorvard funktion.

@1 00 % O
Bestdm allméanna [Gsningen till wstemet —
dt -10 ete g’

Losning:

Den almannalésningen till ?j_>t< = AX kan skrivas X = FC dar C & en konstant vektor.

Vi ansétter en partikulérldsning till dd_)t( = AX +F paformen X = FU(t).

insetning ger - UG+ FEW =aFu+F L Eo - AFSu(+F IS <F.
Varje kolonn i fundamentalmatrisen F &r en 10sning till det homogena systemet Z—T =AX.
Vifar F— @ _ =F.

Multipliceramed inversen till fundamentalmatrisen F . Den existerar ty detF t O.

dUTEt) =F 'F. Integreramed avseende pa t : U(t) = (f “Fdt.

En partikul &l 6sning till dd_)t< =AX +F gesav X = Foy 'Fdt .

dx eel 0. ®'9
Nu over till att bestdmma den allmannalésningen till systemet — =% X+¢ =
d e4 -19 éte'lg



Den erhdlles som summan av allmanna homogena |sningen och en partikul &rlésning.

Vi bestammer forst egenvéardenatill matrisen och tillhérande egenvektorer.

Pagrund av att matrisen &r triangul&r kan egenvardena direkt avldsasi matrisens diagonal.
Det & multipelt egenvérde A, = -1.

Tillhérande egenvektor f&s ur systemet (A- A 1)K = 0 60 OOK =0, K, gf;

Endast en egenvektor har erhdllits. En [6sning & X, =€ é’o_g 9
€lg ee'w

Den andralsningen ansétter vi paformen X, = (Lt +M)e".
Inséttning i C::I_)t( =AX ger Le" +(Lt+M)e"A = A(Lt +M)e™.

it A L=AL J(A-A1)L=0
Identifiering ger | omformning ger |
it% L+AM =AM TA-A DM =L
Vi skall bestédmma vektorn M . Egenvektorn L = §2 ar redan bestamd.
e 1l
0a .. > =
Vi stker enlosning till £, 20y =80y = 7.
e-4 Og €log -

@ lsfi *e'o
Den andraldsningenér X, = e |?t+g 4y = 4 +==

eOdp et i 4e4teﬂ

18e'0

F b

) -
En fundamentalmatrisar F :9 . roh dess determinant & e
ee' 4dte''g
) . Hdte' e'pg ate ¢
Fundamentalmatrisens determinant & F '= — 1 = ¢ 0_ =C O.
g2 e-e! Ora e-e' Og

-etp e ¢
. ch an —dt.
ee 4te 'ge- €' OQIete [

tanStzt') ®te' ¢

En partikularlosning ar X, = FF- 'Fdt =

20 -€'ogp@dtp,. 0
C 0. (0] —C

P T et ate g1 S 4tez€ “§§
-tg e ﬂ
-t
Denallmannalosnlngent|II—_ee X+Q —arX FC+X,.
d e4 -18 éte'lg
el & te' ¢
Vifér X = 9 E
ee’! 4teﬂ g

4. e&tel 9
0

®
SVAR: Den alménnalosningen till det inhomogena systemet & X =& ;C+€ 3, .+
ee’ 4dte'w & Et e .

15. a. Vad menas med att tva funktioner & ortogonala paett intervall 0£ x £ L ?

b. Undersok om féljden {sinx, sin2x, sin3x,....} & ortogonal paintervallet 0 £ x £ p.
c. Vad menas med att en reellvard funktion f ar periodisk med perioden T ?



¥
n=123,... sAatt sn°x=g b sinnx dA0<x <.

n=1

d. Bestam koefficienterna b

n !

L 6sning:
L
a Tvafunktioner f och g & ortogonalapaettintervall 0£ x £ L da ¢)f (x)g(x)dx =0 .

0
p

b. Vi undersbker om c‘)sinmxsinnxdxzo for allaheltal m och n sdatt m* n, m>0, n>0.

0
p p

(‘)sinmxsinnxdx:%(‘jcos(m- n)x- cos(m+n)x)dx ={m? n} =
0 0

c. f &r periodisk med perioden T da f (t+ T) = f(t) foralat .
3sin x- sin3x

1[sin(m- n)x sin(m +n)x]’
2 m- n m+n o

=0

d. Vi borjar med att konstatera att sin® x =

4
Det innebér att koefficienterna har bestamts.
Vi har att bl:g , b ::11 ochdvrigab, =0,

SVAR: Koefficienternabl:l:: : Q:le och b,=0 ,n*1 ,nt 3.



