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Del 1

Modul 1.

Ol som innehdller 6% alkohol pumpasini ett fat, vilket innehdler 400 liter 61 med
alkoholhalten 3%. Olet pumpasin med 3 liter per minut och den vélblandade vétskan pumpas
ut med 4 liter per minut. L&t V(t) och A(t) varamangden 6l respektive mangden alkohol i
tanken, méttai liter, vid tiden t, métt i minuter.

Bestam alkoholhalten i vétskan efter 200 minuter.

Ldsning:

Mangden 6l i tankenvid tident & V(t) =400- (4- 3)t=400-t.

Tanken &r tom vid tiden t = 400. Vi studerar forloppet fram till tiden t = 400.

Betréffande alkoholmangden géller att:

Inflodet & konstant 0,06x3=0,18 och utflodet & AW x4 = AAQ) .
V(t) 400 - t
| startdgonblicket t = 0 & alkoholmangden 400x0,03=12 liter.
Vi far begynnel sevardesproblemet: ?ﬁ‘ 0,18- % , A(0) =12.
Vi har en forsta ordningens linjér differentialekvation. Denna |6ses med integrerande faktor.
Differentialekvationen omformas. — dA 44(')'2(t)t =0,18.

En integrerande faktor & (400 - t) *. Multiplicera differentialekvationen med (400 - t)*.
Vi fé&r (400 - t)'4d—A+(4oo- t) *——= 4A() —018(400 t)*

Vanstraledet kan skrivas som en derivata — {(400 t)’ A(t)} 0,18(400- t)™*

Integreramed avseende pa t: (400 - t)* A(t) = 0,06(400 - t)°+C.

Villkoret A(0) =12 ger C =400 *x12- 0,06 3400 * = 400 *(12 - 0,06 >400) = - 12 x400 *.
Insittning och hyfsning ger: A(t) = 0,06(400 - t) - 12 x400 * (400 - t)*.

Alkoholmangden efter 200 minuter &r

A(200) = 0,06 X200~ 12400 200" =12(1- ) 12 % 1—2 :4?5
Andelen alkohol i tankinnehallet efter 200 minuter &r E 1 45
4 400- 200 800

alkoholhalten & dérmed % »5,6%. Svaret & rimligt ty 5,6<6.

SVAR: Alkoholhalten i tankinnehallet efter 200 minuter & %5 » 5,6 %.

Modul 2.

1..
En partikels |age bestédms av systemet X ¢= AX , dar A :g 1;.

Avgor en partikels 6de om den vid tiden t = 5 befinner sig i punkten (- 2, 4)

Ange dven den allménnaldsningen till systemet X ¢=AX ,dér A = gl 1o

L 6sning:
Vi borjar med att bestémma egenvéarden och dérefter egenvektorer till matrisen A .



4
Egenvérdenablir A, =3 A, = -1. Bestdm motsvarande egenvektorer K , dar (A - Al)K =0.
A =3

0= det(A - M):’l " 1})\‘:(1- AY-4=(1- A+2)(1- A- 2)=(3- A)(-1- 1)

632 1lg é@ -

) o K=0.K=kE kIR

A, =-1

@ L #o
K= K=k kK, R.

& 2070 ‘e-20" 7

Motsvarande |Gsningar blir:

= : = 3tE§LCj = - -—e tgfil 0
r=3:x,=T)  n,=-1 X,=e'T 0

Den allméanna | dsningen erhdlles som linjérkombinationer av X, och X,.

.. .. 3t St .
o} -t 0 e e 0@10

X=cX +¢,X, = e3té +ce?1 =¢ 75
121 T G = G €20 ° e-20 é2e* -2e'gec,o

Observera att punkten (- 2, 4)ligger pa den rétalinje vars riktningsvektor ges av glzg'
Dat véxer gar partiklen mot origo.
.. .. %St e-t T ..
SVAR: Den alménnalésningen X = c1e3téo+ cze'tie1 =¢ 0
€20 e-20 e2e" -2e'gec,o
Partikeln g&r mot origo da t vaxer obegransat.
Modul 3.

t

Bestéam f (t) d& f (t) = 2¢)f(u)cos2(t - u)du+3sin2t t30 .
0

L dsning:
Vi laplacetransformerar integralekvationen.
S 2
F(9=2F(9 5, +37 3
LOosut F(s).
F(s)(S +4- 29 =6
F9=—b - 2433
- 2s+4 (s-D°+3
Atertransformera.

f (t) = 2J3e'sint/3

SVAR: Den soktalosningen & f (t) = 2v/3e'sinty/3.

Dd 2
11. Bestam en styckvis deriverbar kontinuerlig 16sning till begynnel sevardesproblemet
d 1

. YO =2.

ix,0
—= +2xy :f(x),f(x):lo
|

dx , X3 1

L dsning:
Den givna differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen.

xax X2

Multiplicera ekvationen med en integrerande faktor. En sadan integrerande faktor ar =g



2 2 ‘|Xz <

Vi erhdller da e* i/+ex 2xy:ie X, 0£x 1.

dx 10 x%1

z} ie’x , 0Ex<1

Vénstraledet kan nu skrivas en derivata: i{eX Yt =i
dx 10 x31

.. tlefuc  oex<t
Integreramed avseendepax: e y=j 2 .
tc, ,x31
Utnyttja forst det givna begynnelsevillkoret y(0)= 2. Dettager 2 = %+C1 , C, = g
}1+§e'xz , 0£x<1 o e
Insatt ovanger y=i2 2 . Det dterstdr att bestdmma den andra konstanten. Den
fce” , x31

sokta | 6sningen skall vara kontinuerlig. Da skall hdger- och vanstergransvardet for [Gsningeni x =1
varalika
+
Detta ger 0ss 1 3e1- ce', C,= e*3.
2 2 2
SVAR: En styckvis deriverbar kontinuerlig 16sning till begynnel sevardesproblemet &

11+3e

, 0Ex<1

12. Ett stim nagot orkesl6sa mortar befinner sig i en 556 med icke-stillastdende vatten.
Det tvadimensionella hastighetsfaltet beskrivs av systemet
; a Y

1Y =0y x- y)

Bestam vart mortarna skall bege sig for att falugn och ro. Detta &r liktydigt med att man bestammer
systemets kritiska punkter samt undersoker vilka av dem som & atminstone stabila.
De kritiska punkternas typ behdver g anges.

L 6sning:
| de kritiska punkterna & hastighetsvektorn lika med nollvektorn.
Vi far
j0=y(2+X)
10= (x- y)A- x- Y)
Detta system har foljande I6sningar: (0,0), (1,0), (-2,-2) och (-2,3).
For att understka de kritiska punkternas karaktar linjariserar vi med hjélp av Jacobimatrisen.
Inséttning av respektive kritisk punkt i Jacobimatrisen och bestamning av matrisens egenvarden ger
oss mojlighet att bestdmma karaktéren hos den kritiska punkten.

2+ X 5 2+Xg
=& ) °-g -
€l- X-y-X+y -1+x+y- x+yg €l-2x 2y-1lg
(0.0) (1.0 (2:2) (23)
B 20, -8 30 €2 Voc a29- -
J(0,0)—él -]ﬂ_A J(l’o)_é-l '].@_B J('Z,'Z)—é5 -Sﬂ_c J(-Z’S)_é5 5Q_D

Egenvérdena erhdlles ur ekvationen 0=det(A1- A |) dér Al & den aktuella matrisen.
(0.0)



‘_k ‘=x2+x-2=(7»-1)(7*+2)

1 -1-A
Egenvérdena har skildatecken. Instabilt.
(1.0
0= " ‘:x2+x+3:(x+—1)2+£1
-1 -1-A 2 4
Egenvéardena & komplexa med negativ realdel. Stabilt.
(-2,-2)
Egenvérdena &r -2 och -5. Stabilt.
(2.3

Egenvéardena &r 3 och 5. Instabilt.
Mortarnakan falugn och roi tva punkter: (1,0) och (-2,-2)

SVAR: Mértarnafar lugn och roi punkterna (1,0) och (-2,-2).

13. Matrisen A har reella matriselement. Ett egenvéardetill matrisen A & A =a +ip ,dér ol R
och BT R. Tillhérande egenvektor & v = v, +iv, dir v, och v, & reellavektorer.

Hérled tvareellalinjart oberoende [6sningar till systemet X ¢=AX .

Genomfor aven berakningarna for matrisen A = g ) 43;.

Ldsning:
La X =X, +iX, varaen komplex [6sning till systemet X ¢=AX .
Inséttning ger: X g+iX¢=A(X, +iX,)=AX, +iAX,.

o TReIXE=AX,
Tag real- respektive imaginardel: %I m:Xg=AX,
Realdel och imaginérdel av den komplexaldsningen &r |Gsningar till systemet.
En komplex losning gesav X = """ (v, +iv,) = e (cospt +isinpt)(v, +iv,).
1Re: X, =€" (v, cospt - v,sinpt)
% Im: X, =e*(v,sinft + v, cospt)
Observera att de tvalosningarna &r linjéart oberoende, ty det finns inga konstanter a och b skilda
ifrén noll sd att aX, +bX, =0.
Nu oOver till de numeriska ber&kningarna. Vi startar med att bestdmma matrisens egenvarden.
0 = det(A - M):‘A'_ A3

3 4-A

Bestam en egenvektor hdrande till egenvérdet A, = 4 +i3.

=(4-0)"+9,h,,=4%i3.

3 -35
Insédttning av detta egenvardei systemet (A - AI)K =0 ger 263 -SiZ’K =0

1..
En egenvektor & K = g i;' En komplex l6sning
aX= e(4+'3)t§al.o = e"'(cos3t +isi n3t) iéo +i€ 0.
e g 1€0@ e- 1@%

i o & é@ _690'0_ _ 4t§033t@
o | .I.ReX—Xl—e (éOgCOS3t 4 1ﬂS|n3t)—e &sin3ig
Tvalinjart oberoende |6sningar &r: | é 0 N3t
s s Sln s
iimx =X, = & Osin3t+& Ccosaty = ' 0
. m ,= € (eOzSIn 4 1ijc:o )=e

€ Ccos3t @



Vi kontrollerar det linjara oberoendet genom att visa att Wronskianen &r skilt ifran noll.
WO, X )_e‘“cos?;t e*sin3t| &1
V72 Tlefsin3t  -e*cos3t| '
X, =€e"(v,cospt- v,sinft)
SVAR: Tvalinjart oberoende |6sningar gesav |
1X,=e*(v,sinpt+v,cospt)

0S3t sin3
Numeriskt erhdlles: X, = P77 0 oo X, =¢e*% 0
esin3tg e cos3tg

/2<t<0

14. Bestam fourierserien till funktionen f som gesav f(t) —| , f(t+m) =1(1).
jcost, 0 £t<™

1
Ao 1
Ldsning: Den givna funktionen & varken jémn eller udda.
¥
Fourierserien ar paformen: i+a ca, cos +b sin n_nt_ , dér fourierkoefficienterna ges av
n 1e /2 /
vz “/ Y
8 = Ty o (et == o:ostdt-—[snt] ==
2-% 0
% 2% 1“/2
a = ¢f (t) costdt = c‘postcosmtdt == dcos(1+ 2n)t +cos(1- 2n)t))dt =
/2 % 0 T
_ A sin(@+2n)t _ sin(1- 20t ] 18%”1(%+ ) sin(5- ) _1agosnm  cosnmg _
m| 1+2n 1-2n |, ®e 1+2n 1-2n g nel+2n 1- 2n9
_Cosnmee 1 1 _cosnm 2 21
n €l+2n 1-2n? g 1-4n° w(4n®- 1)
iz % 1%

2
] Ty o‘(t)sm:htdt——g:ostsmibtdt— dsn(2n+1)t+sm(2n t))dt
2-%
_1| cos(2n+Dt cos(2n- Dt ’Vz_lgq- cos(n +7%/%) +1' cos(n - %)9_
T 2n+1 2n-1 |, me 2n+1 2n-1 17}
_lel N 1 5  4n
n€2n+1l 2n- 12 m@n’-1)
Den givnafunktionen f tilldelasfourierserien:
n+l L.
f(t) ~ 2(;cosmt +4—?sin2 nt°.
n= 1e n(4n’ - 1) n(4n”- 1) 2
Vid berékning av den stkta seriesumman sétter vi in ett [ampligt varde pa t . En studie av den stkta
seriesumman och den utréknade fourierserien ger att ett |dmpligt varde &r t = % . Vanster- och

hogergransvardenablir likamed noll. Vi erhdler foljande likhet:

b

¥ _1\n+1 . n+1+n
O:E+é§#cosnn+4—gsinnno; 0=1+ ag@( )
T gaen(4nt- 1) n(4n” - 1) 2 —e@dn’ -1 e
Forenkling ger: 5 2 =1.Vifér att a 1 1
gg ' n=1 4n = 1 14n = 1 2

Anmérkning. Den sokta seriesumman kan aven bestdmmas genom att en partialsumma beraknas
och en darpa fdljande gransvardesbestamning utfores.



. & 1 3 1 18 1 14
Partislsumman S, = a — a == =
mdn -1 T(2n+1)(@2n-1) 2.C 2n 1 2n+19~
I S R S gt 1 O.Vi har en teleskoperande serie.
2¢ 3 3 5 5 7 7 2N-1 2N +19
Efter forenkling blir artialsummanSN-—la?[ 1 oy, D = 5 =
JRIre 26 N+10" 2 S a1
. : 2(- D™ 4 :
SVAR: Fourlerserlengesavf(t)~— a§(—c032nt+—?sm2nt .
T oaen(4n®- 1) n(4n” - 1) [}

Serlesummana ! :1.
dnt-1 2

15. P & en tva ganger deriverbar funktion som uppfyller P(0) = P§0) = 0.

Bestam den |6sning till differentialekvationen y €+ P& x)y ¢+ Pai(x)y = P& x) som
uppfyller villkoren y(0) =2 och y§0) =0.

L dsning:

Den givna differentialekvationen kan skrivas y €+ (P§x) y)¢= P(x) .

Integrera med avseende pa x : y ¢+ P&x)y = P&x) + C;. Villkoren ger C; =0,

Vér differentialekvation &r linjar av forsta ordningen och har formen y ¢+ P&x)y = P&x).
Bestam en integrerande faktor och multiplicera differential ekvationen med denna.

En integrerande faktor ges av OPI)AX _ P(x). Py ¢+ ePXpgrxyy = ePXpgx).
Omformning ger: (€"X)y)¢=eP*)P¢x). Integreramed avseende p& x : "™y = e”X 1 ¢
Villkoren ger: C, =1 vilket insatt i ekvatonenger y =1+e PO

SVAR: Den siktalésningengesav y=1+¢ "X,



