L dsningsfordlag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Tisdagen den 7 januari 2014, kI  0800-1300.

Del 1

Modul 1.

Befolkningen i en liten stad véaxer med en hastighet som & proportionell mot befol kningsméangden.
Den ursprungliga befolkningen pa 500 personer har pa 10 ar vaxt med 10%.

Stall upp en differentialekvation for befolkningsmangden och tillhérande villkor.

Det pastas att antalet personer i den lilla staden understiger 600 personer efter 20 ar.

Undersok om pastéendet &r sant eller falskt.

L 6sning:
Lat P(t) varabefolkningsméngden vid tiden t . Lat vidare k vara proportionalitetskonstanten.

Vi erhdller dafdljande differentialekvation: ?j—lt: =kP.

Tillhorande villkor & P(0) =500 och P(10)=500x1,1.
Den allméanna lésningen & P(t) = Ce* . Det &terstér att bestamma konstanterna.
1500 = P(0)=C 1€ =500

De givnavillkoren ger oss fdljande system: | 1 .
d J Jance VSN L 600x1,1= P(10) = Ce iem =11p k=-5inll

Lina L
Befolkningsmangden vid tiden t & P(t) =500e® = 500,19,
Efter 20 & & befolkningsméngden P(20) = 50041 =605.
Eftersom det finns 605 personer efter 20 ar ar pastaendet falskt.

SVAR: Differentialekvation &r ‘Z—T = kP och villkoren & P(0) = 500 och P(10)=500x1,1.
Pastéendet &r falsk.

Modul 2.

L& y=t” varaenlosning till differentialekvationen t’y¢- 3y¢+4y =0 ,t>0 .

Bestdm den allmannalésningen till differentialekvationen t*y@- 3ty¢+4y =4t* | t >0.

Vi anvander reduktion av ordning. Sétt y = t°z. Insittning i den inhomogena
differentialekvationen ger t*(t°z&+ 4tz¢+ 22) - 3 (t°z¢+ 2tz) +4t°z=4t°.

Forenkla t*ze+t°z¢= 4t °. St u=2z¢, u¢=z4.

Inséttning och omformning ger tud+u = 4t™. Vi har erhdllit en linj&r differentialekvation av
forsta ordningen vars vanstraled & en derivata (tu)¢= 4t ™.

Integreramed avseende pd t : tu=4Int+C, . Men z¢:u:4|—tnt +%.

Integreramed avseende pa t : z= 2In’t +C/Int +C,.

Den soktalosningen & y =t’z =t*(2In*t +C,Int+ C,) = 2t*In°t +Ct* Int + C,t°.
Observera att den givnalésningen finns med.

SVAR: Den soktalésningen & y = 2t?In’t + Ct’Int+ C,t°.

Modul 3.

Den 2-periodiska funktionen f kan utvecklasi en cosinusserie och en sinusserie
paintervallet - 1< x <1.

Ange vad respektive serie konvergerar mot for x =0 da f(x) = x¥* +5 , 0<x<1

L 6sning:



Respektive serie kommer att konvergera mot w .

0°+5+0°+5 _

| fallet med cosinusserien blir detta: 5.

0%+5- (0% +5)

| fallet med sinusserien blir detta: =0.

SVAR: Cosinusserien konvergerar mot 5 och sinusserien konvergerar mot O for x =0.

Del 2

11. I en populationsmodel| & den relativa tillvaxthastigheten, som funktion av tusentalet djur, P(t),
ett forstagradspolynom, namligen en konstant minus antalet djur ganger en annan konstant.
Konstanterna & positiva. Modifiera nu denna modell genom att ta hansyn till att ett konstant antal
djur, h, forsdljes per tidsenhet. Dessutom kommer ett konstant antal djur, k, att inforskaffas per
tidsenhet. Stall upp en matematisk modell for ovanstéende. Lat darefter konstanternavaras, 1, 7
respektive 3. Studera |angtidsbeteendet for alla startvarden, P(0)= P,, pa populationen.

Kommer populationen att do ut for nagra startvarden ? Bestam i safall tidpunkten for detta.
L 6sning:
Den relativa tillvaxthastigheten &r %%: =a- bP, dér konstanterna a och b &r positiva

Omformning ger C:TT =P(a- bP) .
Nu modifieras modellen enligt ovan till: Cé—'?: P(a- bP)- h+k.

De givna konstanterna inséttes: Z—T =P(5- P)- 7+3=P(5- P)- 4=(P- 1)(4- P).

Dennadifferentialekvation har de stationaralosningarna: P=1 och P=4.
Vi gor en kvalitativ analys av den autonoma differential ekvationen.

P>4p C;—I: < 0. Funktionen avtar.
1<P<4b Z—T > 0. Funktionen vaxer.

O0<P<1b %—T < 0. Funktionen avtar.

D& P, >1 kommer funktionen att gdmot 4 da t véxer obegransat.

D& P, <1 kommer funktionen att gdmot 0 dat véxer obegransat.

Detta innebér att popul ationen kommer att do ut.

Da P, =1 féréndras g funktionen da t véxer obegrénsat. (Stationér |6sning.)

Da P, =4 forandras g funktionen da t véxer obegrénsat. (Stationar 16sning.)

Vi bestammer tidpunkten da populationen blir noll. Vi behover |6sa differential ekvationen.
Den uppstéllda differential ekvationen, (;_I: =(P-1)(4- P), & separabel.

1 dP_
(P-1)(4-P)dt
Partialbrak delad ionella funkti - + 1 Uf—

artial braksuppdela den rationellafun tlonen.%g(P_ e P)%dt =1.

] . P-1 1-P 3t
- In——=|=3t+In[C,|, —— =Ce".
Integration och hyfsning ger | 7 P| | 1|, 1-p

Konstantldsningarna & redan avklarade. Omformning ger




1- P 1-P 1-P
P(0)=PR C==—2 vilket | ——=—2g¢
(0)=PR ger att Ry vilket insatt ovan ger 2P 2P
-P 1, 4- P
Populationen har dott ut d& P = 0 vilket ger € = O t=ZIn >
P g A1-P) ' 3 41-P)

SVAR: D& P, >1 kommer funktionen att g mot 4 d& t véxer obegrénsat.
D& P, =1forandras g funktionen dat vaxer obegransat.
D& P, <1 kommer funktionen att gdmot 0 dat véxer obegransat.

1 - R
. . o t :_In 0 )
Populationen har dott ut da 3" 21- )

12. Vad menas med en fundamentalmangd av 16sningar till den homogena
differentialekvationen x’yd+ axy¢+by=0 ,x >0 ?

Lat y,(x) =x*+ x°, y,(x)=3x" +2x°, y,(x) = 7x°* och y,(x)=5x*- 6x° vara
|6sningar till den homogena differentialekvationen x’ya+ axy¢+ by =0 ,x >0.
Ange dess fundamentalmangd. Vidare & y (x) = xIn x en partikul&rlésning till den

inhomogena differentialekvationen x*yd+ axy¢+ by = f(x) ,x>0.
Bestdm den inhomogen differentialekvationen.
Ange dess allméannaldsning.

L 6sning:

En fundamentalmangd av |6sningar & mangden av linjart oberoende |Gsningar till den
homogena differential ekvationen.

Antalet ar likamed ordningen hos differentialekvationen. | dettafall tva

En fundamentalmangd av |6sningar byggs upp av y,(x) = x* och y, (x) = x°.
Vi f&r méngden {x*, x°}.
Nu over till att bestdmma differentialekvationen.
Vi startar med den homogena differential ekvationen.
Inséttning av y,(x) = x> och y, (x) = x* den homogena differentialekvationen ger: systemet:
i x?2+ax2x+bx? = j2+a2+b=0 j2+a2+b=0 jb=6
%x26x+ax3x2+bx3 =0 %6+a3+b:0 %4+a:O %a:-4
Vi bestdmmer nu hogerledet i den inhomogena differential ekvationen.
f(X) = Xziiu _axtInx + 2+ 6xInx = 2xInx- 3x
Ixp™ " xP

Den soktainhomogena differentialekvationen & x°ya- 4xy¢+6y =2xInx- 3x .
Dess alméannal6sning ges av summan av alméanna homogena l6sningen och en
partikularlésning. Vi fér y =y, +y, = cx® +¢,x° + xInx.

SVAR: En fundamentalméngd av l6sningar ges av{ X2, x3} :

Den inhomogena differentialekvationen & x°y&- 4xy¢+6y =2xInx- 3x .
Den alménnaldsningen & y = ¢x* + ¢,x° + xInx

13. For det linjdrasystemet X¢= AX, dar A & en 2x2-matris gdler ait A :s egenvérden
& sammanfallande och endast en linjart oberoende egenvektor erhalles.

Bestam formen pa de tva linjart oberoende |6sningarna samt ange hur de kan bestémmas.
L&t vidare F vara en fundamentalmatris till det homogen systemet.

Hérled en partikul&rl6sning till det inhomogena systemet X¢= AX + F.



Tillampa ovanstaende for att bestamma den allmanna lGsningen
-4y e o

till systemet :EE4 +C
¥ X¢ el OEJX eOg

L 6sning:

La A :segenvardevara A och tillhdrande egenvektor vara K .

EnI6sning & da X, = Ke". Vi ansétter den andralésningen paformen X, = e (Mt +L) .
Inséttning i systemet X ¢= AX ger e"A(Mt +L)+e"M =€&" (AMt +AL).

Omformning ger: M =(AM - AM )t+ AL - AL.

Observeraatt M =IM och L =1L, dar | & enhetsmatrisen.

Vi fér foljande ekvation: M =(A- N)Mt+(A - AL .

itt: (A- N)M =0
Identifiering ger systemet: i .
it A-N)L=M
Vi ser att M &r en egenvektor och vi sétter den likamed K .
For att hérleda en partikul rldsning till det inhomogena systemet X ¢= AX + F utgdr vi fran
den almannalosningen till det homogena systemet.
Den kan skrivas med hjap av fundamentalmatrisen F : X, =FC.

Ansétt partikulérldsningen som X | = F(t)U(t) .
Inséttning i det inhomogena systemet ger F t)U(t) + F (t)U¢t) = AF (t)U(t) + F.
Omformaekvationen: {F ¢t)- AF (1)} U(t)+ F () Uqt) = F.
F €t) = AF (1) , ty varje kolonn i fundamentalmatrisen F & en [Gsning till X¢= AX.
{F&t)- AF(t)}U(t) + F()Uqt) = F dvergdri F(t)Ugt) =F.
Multiplicera med inversen till fundamental matrisen frén vanster: U¢t) = F (t)F.
Integrera med avseende pé t: U(t) = ¢F ™ (t)Fdt .
En partikulariésning & X, = F(t)¢f “'(t)Fdt .

gele™ 0

- 45
Nu Over till systemet X ¢= ? O + ¢ . Har skall tvalinjart oberoende |6sningar till
el 0 é0g

det homogena systemet samt en partikul&érldsning till det inhomogena systemet bestdmmas.

- 4
Forst bestdmmes egenvardenatill matrisen A :gi 0 Z .
4- A " : }
0= 1 =M\ - 4h+4=(h- 2)% L, =2. Detér ett multipelt egenvarde.

: -2 -4yp g8o
Bestam tillhdrande egenvektor. 6'4 = = :
| CIIVEN § 1 0-26° 70 T

Enl6sning & X, —ezd?o
g &g

Den andralosningen & paformen X, = €* (Mt +L) ,d&r M =K :gg .

2 -4
L bestammes ur ekvationen ez'q o _&% L = éo
el 0- 2;5 elog ’

a&e? t+ eZto
Detvalinjart oberoende lésningarnaér X, =¢ _ + och X, _g@z ) .
ee’'eg & t& o



Re” (2t+1)es
Nu oOver till en partikuldrldsning. En fundamentalmatris skrivas F = ¢ (et+)e7o

¢t e o
ae?t -(2t+De?y eete® (2t +1)e’?
Inversendr F '=-e™*¢ (2t+Deo =¢ @+ 9
e e 2" g ee? -26? g
8l=:'te2t (2t +)e * pare™d ty 2 2t%p
Uc¢t € Ee integrera U(t) =¢  ~.
&)= 22 g2 0g € 4o = ®) edt o
aae2t 2t + e2‘oae 2t20 ag4t? +4t)e2t
X, =F@OU@t) =% ( ]t) =¢
92 te’!  ge 4th e Xe” ;zj
SVAR: For hédrledningarna se ovan.
a&e? t+ eZto
Detvalinjart oberoende ldsningarnaér X, =¢ _ + och X, _g€2 ) :
e e’y & & o
i 8¢4t +4)e”'s
En partikularlosning & X, =¢ .
& 2%% g

14. Harled laplacetransformen till Heavisides stegfunktion U(t - a) utgéende
U(t- a)U(a+¢ - t)

fran definitionen. Bestdm vidare |aplacetransformenttill f (t) =

€
och l&t darefter ¢ ® 0 patransformsidan. Bestam |6sningen till begynnel sevardesproblemet
y@¢+2y¢+5y =8(t- 3) ,y(0)=1 ,y¢0) =7, dar §(t- 3) a Diracs deltafunktion.
L 6sning:
¥
Laplacetransformen gesav L{f(t)} = ¢ * f(t)dt .

0
For Heavisid&s stegfunktion U(t - a) farvi

R oS
L{u(t- a)} = Oe U(t- a)dt = 03 dt—[ ] ={s>0 = O-—S:—S.
Nu dver till f (t) = 2L au(a+e -1 .
Vi noterar att U(t il ,t>a U t .1 ,a+e >t
n - +e- .
i noterar (t- a)= :O,t< samt U(a+e-t)= |0 ate<t
- - il <t<a+
Det innebir att 1 (f) = - QU@+ Y 7, ast=are
¢ fo t<a, t>a+e
Dékan vi skriva f (f) = 2= - V(- @+e))
€
s(a+e)--
Laplacetransformera L{f, (t)} = ;U(t 8- Ult- (a+e))y_1ge” o
€ g€ s S @

For gransvardesbestammningen anvander Vi 0ss av MacL aurinutveckling.
L{f, (®)} = eg(l- L +se+O(%))) =€ “(1+0()® €% ,e® 0.

Laplacetransfornera y¢+2y¢+5y=9§(t- 3) ,y(0)=1 ,y¢0) =7

s°Y(s) - sy(0) - YK0) +2(sY(s)- y(0)) +5Y(s) =e™*
Insittning av villkoren ger sY(s) - s- 7+ 2(sY(s)- ) +5Y(s) =€ ™®



+s+9 e¥+s+1+2x4

0= e YO

Atertransformera: y(t) = U(t - 3)e ¥ ;sinZ( t- 3 +e'(cos2t+4sin2t)

o

s(a+e)
SVAR: Fér harledningen seovan. L{f, (t)} = 1@— g z' L{f.(t)} ® €% ,e®

Den soktalésningen & y(t) = U(t - 3)e “'3)%sin2( t- 3 +e'(cos2t+4sin2t).

15. Bestdam den 2p-periodiskaldsningentill yt) + 2y(t- p) =sint ,- ¥ <t < ¥.
Ledning: Ansétt |6sningen till att vara en fourierserie.

L 6sning:
¥
Vi ansétter y(t) = % +é (a,cosnt +b,sinnt).

n=1

y&t) = ( na, sinnt+ nb, cosnt)

n1

¥

yt- p)= +a(ancosn(t- P +b,sinn(t - p))=%+é(%(-1)“cosnt+q<- 1) sinnt)
n=1

Insattni ng i ekvatlonen ger:

a( na,sinnt +nb, cosnt)+2L%+a(an( D" cosnt +b, (- )" smnt)%—sint

nl n=1

a ((-na, +2b,(-1)")sinnt+ (nb, + 2a,(- 1)")cosnt) + a, = sint

n=1
ia, =0
'::-nan +25,(-37=0 ,n>1 4a,=0
Identifiering ger: inb, +23,(-)"=0 ,n>1 fa,=h =0 ,n>1.
i-a-2b=1,n=1 -1 -2
b -2a,=0 ,n=1 | 5 '

Den soktalsningen & y(t) = - —écost- gSSint :

SVAR: Den 2p-periodiskalOsningen ar y(t) = - %cost- ?Zssint .



