Kompletteringstentamen i SF1633 Differentialekvationer |
Onsdagen den 5 februari 2014, kI 17.30-19.00
Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Modul 1.
L 6s begynnelsevardesproblemet xy¢+ 4y = x*y*, x >0, y(1) =1
samt ange |dsningens existensintervall.

L Gsning:
Differentialekvationen &r av Bernoulli typ.

Vi omformar ekvationen xy “y¢+4y " = x*.

Sitt z= y*' |, z¢= -y *ycvilket ger - xz¢+ 4z= x*.

Vi har erhdllit en linjar differentialekvation av ordning ett.
Ekvationen skrives p& standardform z¢- 4x ‘z= - x°.
Differential ekvationen 16ses med hjép av integrerande faktor.

) . oy 4x~tdx N N
Enintegrerande faktor & €7 © =g*'* = x .

Multiplicera differentialekvationen z¢- 4x 'z= - x> med integrerande faktorn.
Vi erhéller dafoljande ekvation  x *z¢- 4x°z=- x .
1

Observera att vanstra ledet & en derivata. di (x"‘z) =-x"'.
X

Integrera med avseende pa x.

X ‘z2=-Inx+C vilket omformastill z=- x*Inx+Cx".
Men z=y* ochvifar y'=-x*Inx+Cx*.
Villkoret y(1) =1 ger C =1 och darmed blir y = L )
Nuskall x*(L- Inx) varaskiltfrannoll ,dvs x1 0 x! e.
Existensintervallat & det delintervall som innehdler x =1.

SVAR: Begynnelsevardesproblemets |osning & y =

x*(1- Inx)
och dessexistensintervall & { x: O<x<e}.
Modul 2.
Klassificeramed avseende patyp och stabilitet/instabilitet de stationdra punkternatill systemet av
] XC=x+
icke-linjara differentialekvationer ll 4 :
I y¢=4y- 2xy

L 6sning:
Vi bestammer forst de stationédra punkterna.
De erhdlles da hastighetsvektorn ar lika med nollvektorn.

10=XLEY) e kterna (0, 0) och ( 2, -1)
i Vi er punkterna(0,0) och(2,-1).
bo=2y2- x O OT P
Punkternas karaktar bestdmmes av egenvardenatill Jacobimatrisen i de aktuella punkterna.
Jacobimatrisen & J = é y °
e-2y 4- 2xg

Punkten (0,0) ger J(0,0)= b 0
’ 7 e0 4o
Egenvérdena &r positiva och punkten &r en instabil nod.
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Punkten (2,-1) ger - =é) .

(2-1) gerd@2-n=g,
, o : 0-A 2 5

Egenvérdena erhalles ur ekvationen 0 = 0- % =N -4=(A+2)(M- 2).

Viféra, =-2 A, =2.

Egenvéardena har olikatecken och déarmed &r ( 2, -1) instabil och en sadel punkt.
SVAR: (0,0) &reninstabil nod och (2,-1) & instabil och & en sadel punkt.

Modul 3.
Bestam den 10sning till den partiella differentialekvationen ug =ug+ u som uppfyller
villkoret u(x,0) = 4e* + 5.
L 8sning:
Vi ansétter u(x,y) = X(x)Y(y).
Inséttning i differentialekvationen ger Xgx)Y (y) = X(X)Yqy) + X(x)Y(y).
X€) _YQ) .
X(x) Y(y)

Eftersom vanstra ledet & oberoende av y och hograledet & oberoende av x &r respektive led
lika med en gemensam konstant A .

X9 _Y&y) .
X0~ Y()

Detta ger ett system av ordindra dlfferentlalekvatloner

Divideramed X(x)Y(y) ochvi fér

Insattning ger
XE€x) = MX(X)
Yéy)= (- JY(y)
1 X(X e
Dess|Osning &r i 09=A for varje A och u, = Ae”Be” V.

TY() =B

Aven linjarkombinationer &r [6sning och vi far u(x,y) = a C, eV,

Villkoret u(x,0) = 4e* +5¢™ ger u(x,0) =4e>* + 5¢* a ce™.

in,=-2, C =4
|dentifiering ger ' OvrigaC, = 0.
999, =3 . ¢, =5 =
Den |6sning som uppfyller den partiella differential ekvationen och det givna villkoret
gesav u(x,y) = 4e°*¥ +5e>%

SVAR: Den stktalésningen & u(x,y) = 4e > +5e¥*?Y,



