KTH Matematik

Losningsforslag till kompletteringstentamen i
SF1633 (5B1206) Differentialekvationer I,
SF1637(5B1212) Differentialekvationer och transformer III.
Mandagen den 31 januari 2011, kl 1715-1815.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant sitt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.

Modul 1.

I en tank pa 50 liter finns 10 1 vatten. En saltlosning med 1 gram salt per liter pumpas in med en
hastighet av 4 liter per minut. Den vil blandade losningen pumpas ut med hastigheten 2 I per
minut.

Bestam saltmangden i tanken vid den tidpunkt da tanken ar full.

Losning:

Lat S(¢) vara saltmangden i tanken vid tidpunkten z.

ds(t t
Saltméngdens forandring per tidsenhet ges av 5@) =4-1-2- L
dt 10+#4-2)

d
20,20y,
dt = 5+t
Vi har erhallit en linjar differentialekvation av forsta ordningen.

Den loses med hjalp av en integrerande faktor vilken ar 5+1¢.

Multiplikation ger: (5+1¢) % +S()=4(5+1) eller%{(S +0)St)}=4(5+1).

Omforma differentialekvationen:

Integrera med avseende pa ¢ : (5+1)S(t) =2(5+ t)2 +C.
Bestam konstanten med hjalp av villkoret S(0) =0. Vi far 0 = 250 +C , C=-50.

50
Saltméangden i tanken vid tidpunkten ¢ ges av S(¢) =2(5 +1)— ;
+
Tanken ar full da 50 =10+1#(4-2),t=20.
50

Saltmangden i tanken vid den tidpunkt da tanken ar full ar §(20) =2(5+20) — m =48 g.
+

SVAR: Saltmangden i tanken vid den tidpunkt da tanken ar full ar S(20) =48 g .

Modul 2.

) o : d(x) 2% ) . : .
Bestam de stationdra punkterna till systemet — = , och avgor huruvida de 4r
ar\y } x—=1-y )
stabila eller instabila.
Losning:
Stationara punkter erhalles da tangentvektorn ( hastighetsvektorn) ar lika med nollvektorn.
De stationara punkterna ar (0, -1), (1,0) och (-1,0).
Karaktdren hos de stationara punkterna undersokes med hjalp av Jacobimatrisen.
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Inséttning av respektive punkt ger oss en konstant matris vars egenvarden bestimmes.
-2 0

J(O,-1) = ( )

0 1 ) vars egenvardena ar negativa vilket ger oss stabil nod.

Detta galler aven for det icke-linjara systemet.

Jacobimatrisen blir J = (

0 2 \ B . ) -1 2
J(1,0) = ) 1 } . Egenviardena erhalles ur ekvationen 5 =0
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Egenvardena har olika tecken och detta ger oss en sadelpunkt och den ar instabil.
Detta galler aven for det icke-linjara systemet.
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J(~1,0) O ™) Egenvirdena erhalles ur ckvat R
-1, = . cnvardena crnalies ur ekvationen =0.
2 1) E 2 -1-2

1 117 . —1+417
NP +A-4=0,(A+-)’=d+—=— L=—>"

2 4 4 2

Egenvardena har olika tecken och detta ger oss en sadelpunkt och den ar instabil.
Detta galler aven for det icke-linjara systemet.
SVAR: (0, -1) stabil nod, (1,0) och (-1,0) sadelpunkter vilka ar instabila

Modul 3, SF1633.

Los ekvationen y’(¢) = cost + I y(u)cos(t —u)du ,da y(0)=1.
0
Losning:
Laplacetransformera integrodifferentialekvationen
s s

sY(s)—y(0)= +Y(s

()= ¥(0) 71 ( )sz+1
Insattning av villkoret y(0) =1 och forenkling ger

s(s>+1D)Y(s)— sY(s)=s+s +1
sY(s)=s+s" +1

1 1 1
Y(S)=—+—2+—3
S S S

Atertransformera
2

t
H=1+t+—
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SVAR: Integrodifferentialekvationens losning ar y(z) =1+1¢ + >

Modul 3. SF1637.

Lat f(r) varasignalen f(t)=0(t+1)—6( — 1)+ 6(t —2), — <t <o, dar O(r) ar Heavisides
stegfunktion och 8(¢) #r en Dirac puls. Berikna realdelen av f :s fouriertransform.

Losning:

Fouriertransformen ges av

FIf ()Mw)= j fve™“dr = [(B(t+ )= 0(t—1)+8(t—2))e “dr
Utnyttja hnjarlteten B
FIf ()Mw)= j Ot +1) —0(t — 1))e " dt + j S(t—2)e “dt

—oo

Funktionen G(t +1) —6(t — 1) ar lika med noll utanfor intervallet mellan -1 och 1 och 1 innanfor.

FIf ()Mw)= j le ™ dt + j 8(t—2)e " dt

104 . —iw _ _+iw ,
F{f (0}(©)= ‘e_l.w { He PN @) = T
i —io .
FIf ()} @)= %% e O %sinw + 0820 — i Sin2®
l

. 2 .
Realdelen av f:s fouriertransform ges av —sin® + cos2®.
(0]
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SVAR: Realdelen av f :s fouriertransform ges av —sin® + cos2w.
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