I nstitutionen for matematik
KTH

L dsningsskisser till tenta 050420, 5B1207. Differentialekvationer |1 for T2

1. Debadaldsningarnay = e och'y = x2eX &r linjart oberoende (ingen av dem & en konstant
multipel av den andra). Den homogena ekvationens allmannalésning ar darfor

Vh = AeX+ B x2eX x> 0.

Ansatsen y = A(X) &<+ B(X) x2ex
i den inhomogena ekvationen ger villkoret
A (X0 220 0
éB(X)z éxexﬁ’
X x2eX 0
dar W & Wronskimatrisen % I
& (2x+x)eX &
Detta ger
oA (X)0 eeex x2eX 0" leo 0 e ae(2x+x2)e>< —x2eX oan 0 22x20
‘NE & e (2x+x)ex B Soxes 2§ & &5 8§15
varav

, , ,
A() =— 82 dk=—"5 (+C) och B9 = § Lk =x(+C).

Man far som en partikul &rlosning till den givnainhomogena ekvationen:

3 3
Yp = —X§ X+ X - X2 eX= % ex

Motsvarande allmannaldsning &r da
y= y,o+yh—2 eX + Ae‘+ B x2ex.

3 )
Svar: y:% +A+ Bx2%ex.

2. Laplacetransformering (t.ex med hjdlp av motsvarande avsnitt i b) av ekvationen ger:
s2Y(s) — sy(0) —y'(0) + 4(sY(s) —y(0)) + 13 Y(s) =3 &P,
Eftersom y(0) = 1 och y'(0) = 0 kan detta skrivas om till
(2 +4s+13)Y(s)=s+4+3eP
" s+4 3
U Y(S):(s+2)2+9 +(s+2)2+9 e P,
Infor aertransformering kan man observera att
s+4 _ s+2 2
(s+2)2+9  (s+2)2+9 ¥ (s+2)2+9

l3/4® e2tcos3t + %e-Ztsm 3,

3 %g/:l@) e2tsin 3t
(s+2)2+9
3 L1 .
9 a9 3 2(t—p) — —
och (5+2)2+9 eP ¥I® e sin 3(t—p) u(t—p),
dar u(t) ar enhetsspranget ("the unit step function”).

Man far

Svar:y=e?tcos3t + %e-2t3in3t+ e2(t=P) sin 3(t —p) u(t —p).



3. Skriwariant I: Enligt uppgiften & .
0 Te, dat>0,
x(t) =1
1e-2t, da t<o.
Funktionen &r uppenbarligen kontinuerlig dat * 0 och kan goras kontinuerlig ocksa da

t = 0, eftersom hdger- och vanstergransvéardenaav x dat ® 0 bada ar = €0 = 1. Den gene-
raliserade derivatan &r darfor

0= id, da t>0,
X
+—2e—2t, da t<O.

Denna &r "klassiskt” deriverbar dat?® O och har ett sprang for t = 0 eftersom hogergransvar-
det & = €0 = 1 och vénstergrénsvardet = —2€0 = 2. Spranghol den &r +3. Dettager

0 = id, dat>0,H¢ ad()
N +
{4e-2t da t<O. E
XX O-20= >0, 30 = 3dt)
oC X + X — 2Z2X + = .
#4 2A_2e2t_2e2t di t<O. \[;
s © jd da t>0, (1) = id, dd t>0, f 3d()
ar: X'(t) =4 +
1—2e—2t, di t<0, { 42t da t< OE
X (1) + X (t) — 2x(t) = 3d(t).
® .
A x A x® A ()
4e-2t
4
A
e-2t et et o
1 1 1
> > >
t t .
-2
-2 e-2t

Sriwariant I1: "Vanlig” kalkyl med derivator tillsammans med att
u'(t) = d(t) och d(t) = d(-t) ger
X () = éProduktregeindi= & u(t) + e d(t) — 2e-2u(=t) + 2 (—d(t)).
Med tanke pa att y(t)d(t) = y(0) d(t) omy & kontinuerlig for t = 0, sa forenklas dettatill att
X (1) = et u(t) + d(t) — 2e-2tu(—t) —d(t) = et u(t) — 2e2tu(-t)
Pa samma sétt far man andraderivatan:

X7 (1) = et u(t) + € d(t) + de2tu(—t) — 2e2(—d() = & u(t) + de2tu(—t) + 3d(t),
varav

X () + X () = 2x(t) = (et + & — 2e)u(t) + (4e2t — 262 — 2e-2t)u(=t) + 3d(t) = 3d(1).
Svar: X' () = et u(t) — 2e~2tu(-t), X" (t) = €t u(t) + 4e~2tu(-t) + 3d(t),
X7 (1) + X () — 2x(t) = 3d(0).
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2 ¥ 1 . p2 ¥ 1 1 1 .
4a. =-P 4+ 8 = dpnt=_P° 14 L dpnt4 g = dpni=
S() 3 n§—¥ n2 3 na:]_ n2 n§—¥ n2
2 A 2 ¥
_ P fel o, 1 o_ _p, £ 1 _
= _FP 3 &= dpnt 4+ gipnty=_E_ 4 8 = (dpnt + gipnt
3 n=1gn2 —n)2 7] 3 n=1n2 ( )
2 ¥ 9 Sy
=—5 + & — cospnt:Svar
3 nzn?
Alternativt kan man anvénda de generella omrakningssambanden (se formel bladet):
| det har fallet & cnzé df;lnloochcoz—R
varav férn3 O; a, = 2Recn— ,dadn3 lochay=- }L
ochférn3 1 bn——2lmcn 0}
¥
[o]
viket insatt i s(t) = % + rg,l(aﬂ cospnt + by, sin pnt),

ger svaret ovan.

4b. s(t) & en jamn funktion eftersom summan enligt 4a & en cosinusserie. For —1<t<0
galler da

S(t) = () :é0<4<1u:%2(—t)(—t—2) = %Zt(t+2).

2
Svar: s(t) :%t(t+ 2)for—1<t<0.
4c. S(t) & 2-periodisk (eftersom ePn(t—2) = dpnt), Alltsa

Zxlel, O 3p?
S(7/2) = (712~ 4) = s(-1/2) = éenligr abui= S oe ot s —=.
._3p?
Svar: — g -
5a. Vi anvander egenvardesmetoden.
el 50
Systemets matris. A = %3 35
f1-1 5 f .
Dess egenvarden: # 3 3 #:I2—4I —-12=0U | =6éler—2.
Egenvektorernatill egenvérdet | = 6:
&9 50l _ ado . ~ &lo_ alo
& 3 368vs Sopo UTVTOU &, 57KE 5
ochtill egenvéardet | =-2:
®&3 Soalo  ado - aldy @S0

: o FO- 0
&3 508vp Eopo UTVEOU & 57KE 55

. 5 .
Funktionerna gal geﬁt och gae_3 l%e-Zt utgor tvalinjart oberoende reellalosningar till det

homogena systemet. Dess allméanna lésning kan darfor skrivas

%10 %5 0 _ &A‘O *
G e o e =Fo g )

aabt 5g2t o

dar F & fundamentalmatrisen  F(t) = éeﬁt N
3e2ty

Begynnel sevardet ?EO;; gaeig



A o_ F(o L3806 el 5¢laBo _1ee3 S9aBo_aB0
&B z_[ (O] &05 &1 37 %0@ T8&_1 10607 €15
aXo a30
59 t .+ et
och [ésningen %yﬂ %3;366 %_Sﬂe-
Svar: x(t) = 3ebt + 5e2, y(t) = 3ebt — 3e2t,
t
5b. Enligt (*) ovan och pdgrund av att lim eft =y och lim e21 =0, sd&r Iim% (0 g =y,
t® ¥ t® ¥ t® ¥&y(t) &

savidainte A= 0, dagransvéardet istallet = g’gg Lésningen &r da

X0 _ @ 25 o d aX(0) 6 Bae59
%yﬂ %—Bﬂe_ VS & y(0) & €35
Svar: x(0) = 5B, y(0) =3B, dar B ar en godtycklig konstant.

Anmérkning: Uppgiften 5 kan ocksa |6sas med hjép av Laplacetransformering — egenvardesmetoden &r dock
att foredrai b-uppgiften.

5a. Laplacetransformering (t.ex. med hjélp av b) ger
i sSX(9—-8 = X(9 +5Y(s) . &es—-1 5 @XO0 aeio

1 sY(9 = 3X© + 3Y(© 3 s-3 @Yo 80p-
0 X0 12s-3 5 @80
**)
%Y % 3 s—-1 @oz
dar D=(s—1)(s—3)-15=5%—45—-12 = (S—6)(S+ 2).
1
. 8(s—3 g A 5 .
Alltsd  X(s) = m—eaartuabrakmppd.u- s 6t e V5@ X(t) = 3Pt + 52,
1
24 _ _ .3 3 & _ aBt aedt
Y(s) = 7(3 6)(s+2) = éPartialbréksuppd.U= S—6  s+2 2% ® y(t) = 36t — 32,

dvs svar som ovan.

5b. Relationen vid (**) kommer istéllet att vara
aX0 j1ees-3 5 @O
Ev2 D& 3 -1 Bdp’

p(s) qas)
(s-6)s+2) ° (s 6)(s+2)

vilket innebér att bade X(s) och Y(s) kommer att haformen dér pochqér
polynom av grad £ 1. Partialbréksuppdelning ger sedan

___p(s
X&) =(sZ6)s+2)

och motsvarande for Y(s).

pE) , p-2)
(s—6)8 (B)(st2)

= & Handpalaggning” U=

R . R . -
Eftersom = %%® efl som® ¥ dat® ¥ och -0 %%® el som® 0dat® ¥,sAgdr

[6sningarna x(t) och y(t) mot 0 om och endast om p(6) = q(6) = 0, Konstanterna ¢ och d maste alltsa véljas sa
att
aes-3 5 EO ae3 5(&0 a0,

%3 %S % %3 5éd %0ﬂ %d % —Bkonaant [

6. Om X(w) betecknar fouriertransformen till x(t) sd kommer den filtrerade signalen, X(t), att
ha fouriertransformen

i X(w), d& |w| < 100p,
?o, d& |w| > 100p.

A

X(w) =

(Obsatt 1 Hz = 1 varv/s = 2p radianer/s.)



Enligt Parsevals relation &r energin hos signalen x(t)
¥ ¥

Q2= L 8 2
8|x(t)| adt 20 8 [X(w)| < dw

_ _ ¥ ¥
och hos den filtrerade signalen X(t),
¥ ¥ 100p
QROIZdt= 2 8 Kw2dw =~ & Xw)Zdw.
0 IO IO 0
¥ —100p

Den andel av energin som gar forlorad vid filtreringen kan darfor tecknas som

Q

Q IX(w)|2 dw
[w|>100p

¥

g IX(W)|2 dw

Y
Vi bestammer nu X(w): | en fouriertransformtabell kan man ex.vis hitta att

2a
e-a|t| 3 %@ m (a> 0)

Enligt dualitetsprincipen ar da

2a

2.rp %® 2p e-a-W| =2p e~aw] |

dvs (multipliceramed a/2): /4;® ap e-awl,

1+ (t/ 1+ (ta)2

o o : jw})/100
| varttal ra= 1100 (10002 %he Hoe
och forhallandet mellan integralerna ovan ar =
(p/100)2 § e Il50 gy
[w[>100p
¥

2)
= glp » 0.19%.

(p/100)2§ e W50y W50 gy

v

[
=

© 000 K|S 00O K
=]

Svar: 2P » 0,19%.

. (Variabel separation)

Ansdtts att u(x.t) = X(x) T(t), (XochT1t 0),
dvergar ekvationen i X'T—=XT =2XT,

U %( :¥ = k (oberonde av x och av t).

. X = (2k+ X, . ok T T
U - KT U XX =Ce@+1x T=D ek,

Funktioner av typen u(x,t) = C e(Zk+ )x+kt dar C och k & konstanter, satisfierar allts den
givna ekvationen. Eftersom differential ekvationen &r homogen sagaller detsammaom ala
linjéra kombinationer av dennatyp av funktioner.

Begynnelsvillkoret & ocksa uppfyllt om Cy » och kj » kan véjas sa att
5



u(x, 0) = Cy 1+ x + C, g2+ 1)x = g 3% + 3 &5 for dlax.
Saé&r tydligen fallet om
C1=6,2k; + 1=-3,dvs. k; =—20ch Cy = 3, 2k; + 1 = -5, dvs. ko =—3. Dettager
Svar: u(x,t) = 6 e -2t + 3 53¢,

8a. Sétter man y(t) = Y(t) aay(t) = Y(t) och ekvationen overgar i
b Y(t) =—ab Y(t) + b Y2(t) c Y3(t)

Multipliceramed 2., bryt ut —aY i hoger led:

Y =-aY(1l- Y+c Y2)——aY(1 Y+r1Y2),

.. _ac
darr = 02"
8b. Ekvationen & autonom, dess jamviktsldsningar ar de ickenegativa nollstéllenatill
polynomet P(Y)=—-aY(1l- Y+rY2).
+/1—4r
Ekvationen Y(1— Y +rY2) = 0 har rétternaY; = 0, Yo 3= 1xyl-4ar

2r

I.Omr >1/4ar Y, 3icke-reellaoch differentialekvationen har bara en jamviktsl6sning,
Y1 = 0. Att denna & stabil framgar av att P(Y) <0 fér alayY > 0.

(Obst.ex. att —aY < 0, medan 1 — Y + r Y2 > 0 eftersom det polynomet saknar reellanollstéllen och & = 1> 0,
ddyY=0)

P(Y)=dY/dt| O -
Y 0 = ¥

Lodjuren dor alltsa ut oavsett startpopul ationens storlek.

1-/1-4 1+1-4
II.OmO<r <l/4ar Y =0, YZ:Tr och Yz = Tr alareedlla och
eftersom 0<+1-4r <1, A&

Y1 <Yy <Ya.
Differentialekvationen har tre olikajamviktsldsningar. Teckenstudiet av P(Y):
P(Y) = dY/dt 0 — 0 + 0 —
Y Y1=0 = Yo T Y3 - ¥

: e : e L 1++/1-4
visar att vi da har en stabil positiv jamviktspopulation fér Y = Y3 =Tr .

(Observerat.ex. att polynomet P(Y) méste véxla tecken i nollstdllena, eftersom dessa &r enkla.)

FoOr dessa varden par behdver lodjuren altsainte do ut. Brytpunktenr = 1/4 &r det efterfra
gader o-vardet.

Svar: ro=1/4.

8c. Av det andra teckendiagrammet ovan framgér att lim Y(t) = 0 om lGsningens startvérde &
<Y,, medan lim Y(t) = Y3 om startvardet > VY,. P})Su?éationen dor alltsa ut resp. gar mot en
stabil positivtjcgrﬁévi kt allteftersom startpopulationen ar < Y, resp. > Y,. Det efterfragade
troskelvardet &r alltsa 1_\/2@ :

1-+\1-4r
Svar: Yo=——"%5 .



