I nstitutionen for matematik
KTH

Tentamen, 5B1207, Differentialekvationer 11, for T2, den 20 april 2005, kI 8.00 — 13.00

Hjapmedel: b Mathematics Handbook, Kompl etterande formelblad for 5B1207, réknedosa.

Fordringar: Inklusive bonus krévs for betyget 3 minst 14p, for betyget 4 minst 20p och fér betyget
5 minst 26p.

GOr hanvisningar till b eller formelblad dér Du anvénder dem.

1. (Raknas endast av dem som inte godkants pa kontrollskrivning nr 1, fér vriga tillgodor aknas 3p)
Differential ekvationen

o 16 ., 10
VR TE Y =00
har bl.a.y = €< ochy = x2eX som lésningar. Anvand detta faktum for att bestamma den allméanna
I6sningen till differentialekvationen

” 10, 10
y _§+§5y +§[+§Ey:2xex,x>0. (3p)

2. (Réknas endast av dem som inte godkants pa kontrollskrivning nr 2, for évriga tillgodoraknas 3p)
Bestam funktionen y(t), sa att den for t 2 0 uppfyller att
y’ +4y +13y =3d(t-p),y(0) = 1ochy(0) = 0. (3p)

3. (Réknas endast av dem som inte godkants pa bonusuppgiften, for 6vriga tillgodoraknas 3p)

Lat X(t) =  u(t) + e=2 u(-),
44 0 & " enhetssoranaet” 11, da t>0,
o u(t) & "enhetssprang '10, d& t<O0.
Berékna de generaliserade 1:a och 2:a-derivatornatill x(t) och férenkla salangt som majligt
X7 (t) + X (t) — 2x(1). (3p)
4 Givet att s(t):_pf2 + g 1 apnt
: 3 2y 2 :
a. Vilken & den redllafourierserieutvecklingen av s(t)? (1p)

2
b. | ett tabellverk hittar man att s(t) = % t(t—2) for 0 <t< 1. (Dettabehdver inte verifieras.)

Ge en motsvarande formel for summan dat ligger i intervallet —1 <t <0? (1p)
c. Berdknadet exaktavardet av s(7/2). (1p)
Motiveranoga Dina svar!

5. a Bestam funktionernax(t) och y(t) sa att
P XM = x(t) + 5y,
1Y = 3x) + 3y,

och x(0) = 8,y(0) =0. (2p)

b. Hur skall begynnelsevillkoren x(0) = ¢, y(0) = d véljasfor att |6sningen skall uppfylla

villkoret lim x() = lim y(t) =0? (1p)
t® ¥ t® ¥

Var goaf viind!



Signalen
_ 1
X0= 1 (10092
bearbetasi ett idealt |agpassfilter, vars endainverkan & att det filtrerar bort alla frekvenser f med
|f|> 50 Hz. Hur stor andel av energin har darvid gétt forlorad?

Energin hos signalen x(t) gesav

t métt i sekunder,

¥

MOI2= § KOI2 (5p)
v,

Bestam en |6sning till den partiella differentia ekvationen

% —uzz% ,X>0,t>0,
for vilken u(x, 0) = 6 e3X + 3 X, (5p)

Tillvaxthastigheten hos en lodjurspopul ation inom ett visst omrade antas bero pa tre omstandig-
heter:

1°  Endddlighet (métt i individer per tidsenhet) proportionell mot popul ationens storlek, orsa-
kad av dder, §ukdom och olyckor.

2°  Antalet fodda per tidsenhet, som grovt sett & proportionellt mot sannolikheten f6r en par-
ning vid tidpunkten, vilkeni sin tur & proportionell mot sannolikheten for att tvalodjur av
olika kon tréffar pa varandra. Den sannolikheten kan uppskattas vara proportionell mot
kvadraten pa popul ationens storlek.

3°  Endodlighet som beror pa interna strider av ”triangeldramatyp”. Denna kan grovt anses
vara proportionell mot sannolikheten for att tre individer befinner sig pa samma plats, dvs
mot kuben pa popul ationens storlek.

Om y(t) & populationens storlek som funktion av tiden t och dodligheten av det forstnamnda sla-

get & —ay (a > 0 och av dimension 1/tidsenhet), antalet nyfodda per tidsenhet ar by? (b > 0 och

av dimension 1/(tid-antal)) samt dodligheten av det sistnamnda slaget ovan & —cy3 (¢ >0 och av

dimension 1/(tid-antal 2)), sa far man som modell for populationsutvecklingen:

y =—ay+ hy2—cy3,y3 0.
a  Veifieraat man kan transformera ekvationen till en enklare:
Y =—aY(l-Y+r Y2),Y3 0,
genom att inféra den dimensiond ésa variabeln Y(t) = g y(t) och den dimensionsldsa stor-
ac

hetenr = 02 (1p)
b. Visaatt det finnsett varde, r ,, pastorheten r sadant att lodjuren sakert dor ut omr >r g,
men inte behtver goradet om r <r . Ange ocksa detta varde. (3p)

c. Visaatomr <r, sdkommer populationen att gd mot en positiv jamvikt eller att do ut,
beroende pa om Y fran borjan ligger Over ett visst troskelvarde Y, eller €. Ange Y, som
funktionavr . (1p)

(Differentialekvationen behdver inte|6sas. Du far anvandaresultatet fran a-delen dven om Du
inte |6st den uppgiften.)

Lycﬁa tilll



