I nstitutionen for matematik
KTH

L dsningsskisser till tenta 050830, 5B1207. Differ entialekvationer |1 for T2

la. Vi anvénder egenvérdesmetoden.

x4 30
Systemets matris: %2 35
t4-1 3 :|:
Dess egenvarden: 1 > 13- |'| =12-71 +6=0 U | =1¢dler6.
Egenvektorernatill egenvérdet | = 1
gez 2%?32 %o_u urv=0U g%:kg—lgﬂ
och till egenvérdet | = 6:
&2 3 oo alo | a8o

&2 306ve %o_u u-3v=0U ¢ 5=kg 5
. elo &30 e .
Funktionerna S 4 Bet och g ZBGBt utgor tvalinjart oberoende reellaldsningar till det
homogena systemet. Dess alménna I('jsni ng kan darfér skrivas
el a3 0
gyB A%—lﬂet * B%Z Svar
1b. For konstantl6sningar (och endast dessa) & X' (t) = y'(t) = 0, vilket i det hér fallet ger
villkoren:
|O 4x + 3y —1, 0 @4 39X el oA X9 123 3ol o x40
j0=2x+3y+7 %2 Sﬂ%yﬂ %—725 %yz 66 2 406 75 &50
Detta ger

Svar: Konstantlésningar ar x = 4 ochy=-5.

AIImanIosnlng% ; ?_5; gae_lg Bgae;oeﬁt

2. Integralen i hograledet & en Laplacefaltning, ekvationen kan darfor skrivas
f'(t) =sint + f(t) » cost
Laplacetransformering ger:

FO-10 =g RO e

Eftersom f(0) = 1 kan detta efter multiplikation med 1 + & skrivas om till
L+ 1F(S) =1+ +1+sF(9)

0 $R(9=2+20 Fl9=1+ 523
Med hjalp av att
1 4
S Yhe 1
och S% Ve
f& man sedan

Svar: f(t) =1 +1t2.



3. Grafen for y(t) kan konstrueras ur de for x(t) och 2x(t/2):

A
2
2x(1/2) A
1 1
X(t)
\ ¢ / y(t) = 2x(t/2) —X(N .
> —>
) -1 1 2 2 -1 1 2
10, da]>2
. L1, dap<y
och man far att y(t) = |

12+t dad 2<t<-1,
| 2—-t, dal<t<?2.

i0, da [t|<1édler|t|>2,
} o ! t
varav y(t) =141 da-2<t<-1 |_| L2
f-1, da 1<t<2. N |
och y () ={0} +d(t+2)—d(t+1)—d(t—1) +d(t—2).
Fouriertransformering av den senaste relationen ger
(iw)2 Y(w) = e2W —g@W — g"W + g2W =2 cos 2w — 2 COS W,

dvs. Y(w) = 2 COSWV_VZCOS 2V ) = 3).
¥

(Vérdet av Y(0) = § y(t) dt = [Arean under y:s graf], kan avl&sasi den andra figuren ovan)
¥

10, da |t|<1eler|t|>2,
Svar:y ()= {1, d& 2<t<-1 y(0) = d(t + 2) —d(t + 1) —d(t — 1) + d(t — 2).
t-1,da 1<t<2.

COS W — COS 2w

Y(w) =2 W2

, (Y(0)=3)

4. Ekvationen &r linjar och av 1:a ordningen. Med koefficienten 1 framfor y -termen far den
formen
. X _ X .

Integrerande faktor &r

aeé 4x 0

= 2)) = 2\2

exp§81+xz = exp (2N (1+52) = (1+)2)2
%]

Multipliceras ekavationen (*) med denna faktor far man
(1 +x2)2y) = x(1+x2) =x+ X3,

2 2
varav (1+x2)2%y =X2+)Z4 +C=X4J212X +C.

Begynnelsevillkoret y(1) = 1 ger nu
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+CU C:Z

S

H
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Nlw

och
X4+ 2x2+13
S_.\/ar.y——4(1+)(2)2 .

. Pulssvaret till tva seriekopplade system &r (fourier-)faltningen av delsystemens pulsvars-
funktioner och ett systems utsignal ar faltningen av pulssvarsfunktionen och insignalen. |
det har fallet skall vi alltsa berdkna

y(t) = (et u(t)) * (Eu(-t)) » e 2,

Enligt faltningssatsen &r fouriertransformen Y(w) av y(t) produkten av de olika faktorernas
transformer. Vi vet att

1
1+iw’

etu(t) % 3}E®

du) %He |

iw’
2a
g-alt| 174%@ m, (a>0)),
) _ 1 1 4 4
vartor Y(w) = 1+iw 1—iw 4+w2 ~ (1 +w2)(4 +w2)
Partial bréksuppdel ning ger
4 _ 4 1 4 1 _ 2 21 1 22
A+wd@+wd) ~3(1+wd) “3(4+wd) T 3(12+wd) "3 (2+wd)

och &ertransformering y(t) = %e-ltl —% g2,

Svar: Utsignalen blir %e—ltl—% e2tl,
. De komplexa p-periodiska fourierserierna har formen

¥ X
x)= & c,edint.
=¥
| det hr fallet & "

it et f  edit — 4Bt it + pelit.g2it _ Agit g3t 4 gdit

x(t):sin4t:% 5 5 4
1 4 1 3 1 i 1 ;
= = it~ it 4 2t oIt 4~ ot
=p - g et ggett
) G C1 G C1 C2
och man avlé&ser
dpdt= £ int o5 . = -1 _ 1 _3
Svar:sin4t= 3 c¢,edM darc,=0om|n|3 3’Ci2'16’ Ce1=—7 ochco—8.
n=—¥
. Med ansatsen u(x.t) = X(x) T(t), (Xoch Tt 0),
overgar ekvationen i X'T+XT-XT"=0
U X ;X :TT = k (oberonde av x och av t).
0 X7+ X-kX=0,X(x)*0,...[1]
T —KT  =0.T®)* 0,..[2]

Randvillkoren innebér for ansatsfunktionernas del:



u(0,t) = X(0)-T(t)=0Pb éT* Oub X(0)=0,...[3]
u(p,t) = X(p)-T()=0b €T 0ub X(p) =0, ...[4]
u(x, 0) = X(x)-T(0)=0pP & Ooub T(0)=0,...[5]
Ekvationerna[1] och [2] &r linj&ra med konstanta koefficienter. De karakteristika rétterna

1+1-4k 1

tll [1] & 1241 —k=00 11,=-""Y"F =5 &m

2
V1-4k

dar vi satt 5 =m Den almannalGsningen till differentialekvationen [1] &r darfor

X(X) = eX2 (A e™ + Be™™), (A och B godtyckliga konstanter),
med undantag for det fall dam = 0 (dvs. k = 1/4), dalosningen istéllet &r
X(X) = e X2 (Ax+ B).

Begynnelsevillkoret [3] ger form® 0,A+B=0bP X(X) = Ae X2 (e —e™X
och villkoret [4]

AeP2(@m_ePmM =00 érr0,tyxx: oaU ePm=10 m=in,
dér n &r ett godtyckligt heltal, varav
X(X) = AeX2 (@ —ein) = C eX¥25innx, (C=2iAochnt 0).
For det fall att m=0 ger [3] och [4] att B= A =0, vilket inte & forenligt med att X(x) * O.
Losningar till [1], [3] och [4] finns alltsd om och endast om

VI-&K _. el

5 27 nZ,nt 0.
Ekvationen [2] far i dessafall formen
T - (U4+n?)T =0,

med allmén |6sning T(t) =D eVUA+r?t 4 E eV U4+n2t
och villkoret[5] till Slutatt D + E=0, dvs

T(t):D (e\/l/4+n2t_ e—\/l/4+n2t) (: 2D sinh* ’1/4+n2t).
Svar: u(x, t) = G, e2(sin nx)-(eV 14+’ t_ eV 14+ t)

=2C, e¥2sinnx sinh\/1/4 +n2t, nheltal * 0, C, godtyckliga konstanter.

¥ 1 1
8a. X(w) = § X(t) et it = § sinpte Wt =2 § (ePit — ity iwt gt =
_y 1 ]
5 2 ( )t[‘jl é'( )t[‘jl
_1 o] . t 1 gp-w B 1 gelp-w _
=5 8(e(p—w) (=Wt dt = 2 Bp-wh,_,~ 2 BCp-wh,_,"
1
1 —ewW _ (—gw) ;_e—iw_(_eiw) L el + 1 0_
-T2 p—w 2 p+WwW SASIWe W T prwg
o 2p _ .. Snw
=-dnw L7 5= o o

(Alternativt kan man deriverax(t) tvaggr och darav se att X"+ p2x = —pd(t + 1) + pd(t — 1).
Fouriertransformering av detta ger direkt (-w?2 + p2) X(w) = p(—eW + e?W) = —2pi sinw.)

Svar: X(w) = 2pi SZ”VF‘)’Z.



¥
8b. Tillampas Parsevals relation: § IX(D)|2 dt =
_y

uppgiften far man:
¥ 1 1

4 0 _ @ 1-cospt &sinptf? _
2 2 -
8|x(t)| dt = 8sm ptdt = o dt 1+8 P H, 1
¥ 1 1
¥ ¥ ,
Q Q [2pi]# sin“w pi|2sinPw ,
8|X(W)|2dW g 8 w2_p22 dw =4p21,
¥ ¥
5 2
der | & den siktaintegralen 9 (S‘_”p”) dn . Alltsa
~ 1 1
= .4n21 0 =
1=, 4210 1=5,
1



