KTH Matematik

Losningsforslag tenta SF1634(/5B1207), Differentialekvationer II, 20 maj 2009

1. Vi soker den allménna 16sningen i intervallet = > 0 till ekvationen xy” — (22 — 1)y’ +

(xr — 1)y = 22e®, da vi vet att y(x) = e dr en 16sning till zy” — (22 — 1)y’ + (x — 1)y = 0.

Loésning: Reduktion av ordmngen y(x) = z(x)e” gery’ = (2'+2)e”, y” = (2"+22"+z)e”
2

. o 2
Ekvationen ger (zz” + z')e® = x?e”, dvs (xz)’ = 2%, sé w2’ = & + ¢ och 2/ = & + &,

sa (x> 0) z(x) = % +clnz + e, dar c1, cp ar godtyckliga konstanter. Det ger
Svar: Allmé#nna 16sningen ar y(x) = %36“” + c1 Inx e® 4 cze®, c1, c2 godtyckliga
konstanter.

2. Funktionen f(t) = ﬁ
h(t) = [Z_g(t—T)g(27)dr.
Loésning: h(t) ar faltningen av g(t) och g(2t), sa den sokta H(w) &r produkten av deras
fouriertransformer. Transformen av g(¢) ar 27 f(—w) (dualitet) och da g(2t):s transform
%277]"(—%). Alltsa H(w) = 2772f(—w)f(—%),

Svar: Den sokta H(w) = 272

har fouriertransformen g(w). Vi stker fouriertransformen av

1
et (1-5HD

3. Vi soker den komplexa fourierserien for z(t), 2-periodisk med x(t) = > da —1 <t < 1.

4

Vi skall ocksa visa att Yo | 4 = I5.
Losning: Vi bestdmmer (de flesta) koefficienterna ¢, i Y .2 c¢,e™™ genom att forst

berdkna den generaliserade derivatan z”(t). (Man kan ocksa anviinda uttrycken for c,, partialintegrera etc.)
x(t) &r kontinuerlig, sa z'(t) = {«'(t)}, "klassiska derivatan”, x’(t) = 2t, -1 < t < 1 och
2-periodisk.

Sprangeniz’(t) (—41it = udda heltal) ger 6-funktioner, sa x”(t) = 2—4(t+1)—45(t—1)—
(2-periodisk).

z(t) =37 cpe™™ ger x”(t) =7 cn(inﬂ')Qem”t (som generaliserad funktion). Men uttrycken

A 3 _ —inTrt 1 2 —inmt
for koefficienterna for = (t) ger da —n?r?c, = 3 fo dt = 5 [, 2e cyl}f +
i . 2(—1
%(—4)6 inml (intervallet valt for att undvika é-funktioner i granserna), Vllket fOI' n # 0 ger Cp = 7(_(2”)2 .
=73 f tPe 0t gt = L o3,
2(—1)™ s

Svar: Den sékta serien dr > _ c,e'™, med c, = £r2n)2 , da n#0, co= %

2 )2 4
Parsevals relation ger > > |e,]? = 2 f_1| )?dt =5 f thdt = £, 88 542300 i,

4 4
11 4
dvs Y07 4 = (2 — §) = %4t = 55, saken &r Klar.
+ 22 = y

5ac

Losning: Ekvationerna kan skrivas ()" = A (§), dir A = (Z21)-

Forst bestammer vi A:s egenvirden och egenvektorer.

Karakteristisk ekvation: 0 = det(A — \I) = 733/\ 4i/\ | =X -2\ -3, 84 A2 =3, -1
Motsvarande egenvektorer fas som 16sningar till (A — AI)k = 0, dvs

4. Vi soker alla 16sningar z(t), y(t) till problemet {y <4y =

for =3 (221 ) e (P& 9), vi kan vilja egenvektorn ky = (}),

for Ao = —1far vi: (25 5] 8) & (o] §), vi kan vilja egenvektorn ky = (1).

Den allménna 16sningen till ekvationen bhr (y)= Zf Lcietitk; = c1e3t (L) + coe7 ().
Begynnelsevillkoret bestdmmer konstanterna cq, ca: ¢1 (%) + c2 (1) = (113), med l6sning
CcC1 = 3, Coy = —2.

Svar: Enda 18sning ar z(t) = 3e3t — 2e7t, y(t) = 153t — 2e7 1.
Alternativt, med laplacetransform: £ av matrisekvationen blir (med begynnelsevillko-

ren) sX — (1) = AX (diir X = £{( )}:(ﬁﬁ)),sax (sI — A)~' ().

_ 3 2
(sI-A)"1 = (32 ,24) " = gy (5 o) 54X = g (i) = (2730 )-

Atertransformering ger samma svar som ovan.




5. Ett LTI-system har pulssvarsfunktionen U(t) e~t. Vi soker utsignalen da insignalen &r a.
x(t) =sin2t, —oo <t < 0o och b. z(t) = U(t) sin2t. U(t) &r Heavisides stegfunktion.

Losning: LTI-system, pulssvar h(t), insignal (t) ger utsignal y(t) = [>_z(7)h(t — 7)dT,

o0
. o t —(t—
i vart fall y(t) = fioo I(T)B (t=T) dr. (Man kan integrera direkt, men vi anvander har transformer.)

a. x(t) = sin2t ger y(t) = fjoo e~ (=T sin 27 dr. Faltning svarar mot produkt av trans—
former, sa fouriertransformen Y(w) = X(w)H(w) = —mi(0(w — 2) — §(w + 2)) H_w =

S(w—2) - 50w+ 2) = —m’(ﬂé(w -2) - H25(w +2)) = —mit(0(w —

7”(1+2@
2) —d(w+2)) — (6(w—2)—|—(5(w+2))
Svar a: Utsignalen blir y(¢) = = sm 2t — 2 cos 2t.
b. x(t) = U(t) sin2t ger da t < 0 att y(t) =0 och dat >0 att y(t) = fot e~=7) sin 27 dr,
en "laplacefaltning”. Faltning svarar mot produkt &ven av laplacetransformer, sa
Y(s)=X(s)H(s) = ﬁ Sil =27+ i;_i; Atertransformering ger
Svar b: Utsignalen blir y(t) = U(t) (1 sin2t — 2 cos 2t + Ze~*).

6. fla)=z,0<z< g och ™ — z, g <z <. Visokeria. de generaliserade derivatorna
g’ (x) och g”(z) for g(x) (den udda, 2m-periodiska fortsattningen av f) och f(x):s sinusserie.
I b. skall vi finna lésningen till problemet tg% = (t? + 1)%7;, O<z<m0<t, u(0,t) =
u(m, t) =0, 0<t, u(z,0) = f(x), 0 <z <7, genom att utveckla u(z,t) som en sinusserie i
z, Yo7 cn(t) sinna.

. T —I<zrx<ZI - . . . o
Loésning: g(z) =47 " 2 — " 3.2 och 2m-periodisk. Den ar kontinuerlig, sa
™=, 9 S x S 9
v
g'(z) ={g'(x)}, "klassiska derlvatan”. Man far g’ (x) = {1’1 ;;fv w<<3.,,2 och 27-
b
periodisk. g’ &r styckvis konstant, sa {g"(z)} = 0 och sprangen i g’ ger ¢- funktloner ig”,
g"(z) = —206(x — 3) + 26(x + 5) och 2m-periodisk. g(z) = Zoo b, sinnx ger
g"(x) =307 (=n?)b, sinnz, sa —n?b, = 2 [ g”(x) sinnzde = 2(—2)sin T och
4 _ 4 )0, n jamnt
bn—mbln%—m{(_l)k, 7’L=2k‘+1’
) ” n jamnt
Svar a: g’(x) och g”(x) som ovan och b, = —>; {( 0k, m=2k41°

u(z,t) = Y07 cp(t)sinne ger Y07 t(—n?)c, () sinne = Y o7 (12 + 1)¢(t) sinnz in-
satt i ekvationen. Randvillkoren blir automatiskt uppfyllda. Koefficienterna i sinusserien
ar entydigt bestdmda, sa med begynnelsevillkoret far vi att w(z,t) 16ser problemet omm

(t? + 1)c), = —n?tcy, c,(0) = b, (frdn a). Detta kan losas som en separabel eller en linjér
n2

ekvation. Resultatet blir ¢, (t) = b, (t? +1)~% och 2

Svar b: Losningen ir u(z,t) = Y oo bpvt2 +1 sinnx, b, enligt svar a.

7. Vi soker alla y(t), t > 0, (med y(t), y'(t) kontinuerliga och av exponentiell typ och y” ()
styckvis kontinuerlig) som uppfyller y”(¢) + y(t) = §(¢t) + 4f0 cos(t — 7)y'(7)dr, for alla
t >0 och y(0) =0, y'(0) =1.

Lo6sning: Laplacetransformation ger (p.g.a. villkoret pa y(t) och att tranbformen av falt-
ningen ir produkten av transformerna) s?Y —sy(0) —y’(0) +Y =1+ 455~ g2+1 (sY —y(0)), sa

s2 s°—1 2(s
2=(s24+1— S%_H)Y — 2+1) Y och Y(s) = = 1()2(ti)1)2 = (8_1)2 + (s+1)2' L~ ger svaret.

Svar: y(t) = t(et + e~ *)(= 2t cosht).

8. Funktionen z(t¢) har fouriertransformen X (w) = Sclé‘:ih%

Vi soker det storsta virdet pa L som gor yr(t) = > o—  x(t — nL), z(t):s L-periodiska
fortséttning, = 0 for alla .
Losning: yp(t) = z(t) * >0 §(t —nL) skall vara 0 for alla ¢, dvs Y7, (w) = 0 for alla w.

n=—oo

Vi(w)=Xw) -2ZY>  fw-n2E)=22%" X(n 25)5(w —n2T), som ér 0 for alla

w omm X(n2%) =0, alla n =0, +1, +2,.
Det betyder precis att for alla n: sin(3n 27“) =0, dvs @ ett heltal. S& ¢ 7 ar ett heltal och

Svar: Det storsta sadana vardet ar L = 6.




