KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1634(/5B1207), Differentialekvationer II, 18 augusti
2009

1. Vi soker y(x) som uppfyller y' 4+ (22 + 1)y = x e~ och y(0) = 0.

Ekvationen &ar linjar av forsta ordningen. Integrerande faktor:

elGa+)dz  —  ca®+e Dy ckvationen multipliceras med den fas

(e F7y)! = e +T g = gt = (%ewz)’, s e oy = %ew2 +C, Cen

konstant, och alltsa y(z) = e + Ce "= y(0) = 0 ger i+0=0,
—x 1 —z?—a

° _ 1 . . . . 1
sa C = —5 och Svar: Losningen dr y(z) = ;™% — ze

2. Vi sdker h(t) = [7°_ €™ sinc(37) sinc(4(t — 7)) dr som funktion av ¢.

27t gine 3t och sinc 4¢. Eftersom sinct har fouriertransfor-

27t ginc 3¢ har % rect “=2%

Losning: h( ) ar faltningen av e

men rect 5= har sinc 3¢ transform grect ¢~ och e

57, 0 £5.). sinc4t har transform 1 7 rect g (4 mellan —4x och 4, 0 fb') H(w) ar produkten av

(% mellan —7 och

3
de senare, dvs den ar % mellan —7 och 4m, 0 f.6., sfi H( ) = ﬁ rect < === och som ovan
baklénges fas svaret. Svar: Den s6kta h(t) = 2 = tsinc 52'5

(Rakningarna blir lite enklare (farre 7) med f i stéllet for w, men de uttrycken finns inte i formelsamlingen.)

3. Vihar z(t) = e !l fr [t| < 1 och = 0 for [t| > 1 och skall bestimma de generaliserade
derivatorna x’(t) och z”(t) och med hjalp av x(t) — 2" (t) ocksa fouriertransformen X (w).

Losning: Eftersom x(t) ar deriverbar utom i de isolerade punkterna 0, +1 dar den har
sprang 0, F1, fas 2/(t) = {a’'()} + 26(t + 1) — 26(t = 1) = L6t +1) — L6(t — 1) +

—e It sgnt, [t <1 " 1gs Lo .
{0, it > 1 Och pss. @) = 2ot 1) = 207t — 1) = 20(t) + gt + 1) +

“H <1
1 _ € ) X
So(t 1)+{0’ it >1°
Det ger z(t)—z"(t) = 26(t) — 16/ (t+ 1)—&-%6’(15 1)—16(t+1)—16(t—1). Fouriertransform
av bada leden: X (w)+w?X (w) =2— Lelw  Le—iv ée“" 16_“ =2+ 2 sinw— 2 cosw.

—e—ltl
Svar: Derivatorna x’(t) = 16(t+1) — 16(t — 1) + { e sent, IEI ; 1
o,
—Itl
2(t) = 167 (t+1) — 26/ (t— 1) — 26(t) + Lo(t+ 1) + L6(t — 1) + { m N
0,
Fouriertransformen X (w) = 1+w2 + gwsniiwgos“’
(Alternativ: Skriv z(t) = e~ *I rect L och anvénd |t|” = sgnt, (rectt)’ = 5(t+ 5)—6(t— 1) och deriveringsregler.)

4. Ett LTI-system har utsignal y(t) = e~ — 2e=2I*l for insignalen z(¢) = e~2!l. Vi soker
utsignalen y; (t) for insignal z;(t) = eI,
Losning: Om systemets overforingsfunktion ar H(w) géiller Y(w) = H(w) - X(w), dvs

H(w) = 22 Det ger att Vi (w) = H(w) - X3 (w) = 2e2Xle)

X(w) X (w)
I vart fall 4r (fran tabell) X (w) = ﬁ, Y(w) = glfwg - §4+1w2 = (1+w2)8(4+w2) och
_ 8-6-(4+w?) _ 12 _3_1 3_1
Xi(w) = 9+w2’ s Y1 (w) = AT (A1) 0Fen)d = (Fa?)(0Fe?) — 21707 — 307w7 Lvers-

transformation ger svaret.

Svar: Utsignalen blir y;(t) = 3e=I*l — 2e=3It,




. . . { ) = 20— 5y +2¢'

5. Vi soker alla 16sningar x(t), y(t) till problemet ¢y’ =z — 2y
(0) = 4, 5(0) = 3.

Lésning: Ekvationerna kan skrivas (j) = A (7)) + (2'), dir A = (1 23).
Forst bestammer vi A:s egenvérden och egenvektorer
Karakteristisk ekvation: 0 = det(A — AI) = | AP A= AT H L 88 A g = i
Motsvarande egenvektorer fas som l6sningar till (A )\I )k =0, dvs
for M= (370 5% ) e (V9] §), vi kan vilja egenvektorn ky = (7).
Allménna 16sningen till den homogena ekvationen ges da av () = ¢1Re (kye')+colm (kpe't),
dvs (), = ¢ (2esisint) 4 ¢y (2sinireost) (¢ 5 godtyckliga konstanter).
Ansatsen (), = ae’ for en partikuldrlosning ger ae® = Aae’ +(§) e’, med 16sning a = (7).
Den allméinna l6sningen till den givna ekvationen ar () = (), + (i),,-
Begynnelsevillkoret bestdmmer konstanterna ¢y, ¢a: ¢1 (3)+c2 (§)+(3) = (%), med 1osning
1 =2,co=-3.
Svar: Enda l8sningen &r x(t) = cost — 8sint + 3e?, y(t) = 2cost — 3sint + €.
Alternativt, med laplacetransform: £ av matrisekvationen ger (med villkoren) sX —
() = AX + (3) 7 (dir X = £{()} = (£05) ), sa X = (s = 4)7H (D) + () 5]

Utrékning och atertransformering ger samma svar som ovan.

6. I en kvadratisk platta, sidolangd w, &r temperaturen u(z,y). Den uppfyller ekvatio-
nen u), + u;’y ku, k konstant. Randvillkoren ar w(0,y) = ( 0) = u(m,y) = 0 och

=X 1 k=-)

Variabelseparation: Losning av formen u(z,y) = X (2)Y (y) ger
X" =-XX, X(0) = X(m) = 0 har 16sningar (andra &n 0)
precis dd A = n?, n = 1,2,.... De motsvarande lésningarna ir u,(z,y) = X,(2)Y,(y) =
cn sinnx sinh(vn? + ky).

Superposition ger var allmédnna losning u(z,y) = > -, ¢, sinnzsinh(vVn? + ky).
Koefficienterna c,, bestdms av det inhomogena randvillkoret u(z,7) = sin2z — sin3z, 0 <
x <7, dvs cosinh(vV4+ kw) =1, cgsinh(v/9 + k7)) = —1 och 6vriga ¢, = 0. Insattning ger

. R sinh(vA+ky) _ _: sinh(v/9+k y)
Svar: u(z,y) = sin 2m75inh(\/mﬂ_) sin 3w75inh(\/g+_kﬂ_).

u(z,m) =sin2x —sin3z, da 0 < z,y < m. Vi séker u(zx,y). {

7. Vi soker alla y(t), t > 0, (styckvis kontinuerliga och av exponentiell typ) som uppfyller
fg(e_T +e 3yt —1)dr =te t dat > 0.

Lo6sning: Laplacetransformation ger (med villkoret pa y(t) och att en faltnings transform

. 2(s+2 .

ar produkten av transformerna) <ler1 + s+3)Y = (SJrll)Z, dvs (H(f)(s}rg) = (S+11)2’ sé
— +3 1 1 -1

Y(s)= ST (72 — 41~ 312y £ ger svaret.

Svar: Den enda 18sningen &r y(t) = et — 1e=2.

8. Funktionerna z(t) och y(t) uppfyller x(nT) = y(nT) for alla heltal n.

Det finns ocksa tva tal a, § sa att x(t):s och y(t):s fouriertransformer uppfyller att X (w) =0
om1nteoz<w<oz+TochY( w)=0ominte <w < B+ 2F

Vi skall visa att det finns z1(¢), x2(t) och ett heltal k sa att z(t) = z1(t) + z2(t) och
y(t) = e Tty (8) + e FFDF b, (1) for alla t.

Losning: Eftersom z(t) och y(t) har samma samplingsvérden &r Y.~ x(nT)d(t—nT) =
2(t)->00 St —nT)=y(t)->.0°___ 6(t —nT). Fouriertransformation ger

1X( )*TZ;.ozfooé(w_nT) Tzn—foo ( _nT)_TZn—foo (w_n?;f)
Begréansningen i bandbredd for x och y ger att for varje w ar hogbt en term i de sista sum-
morna skild frén 0. Speciellt géller for varje w att Y (w) = X (w —n2F) fér nagot n, dér det
for w med Y (w) # 0 bara forekommer hogst tva varden {6r n, k och k +1, siig (ty intervallet
(3,3 + 2%] skiir hogst tvé av intervallen o+ n2E, a + (n + 1)25]).
Lat X;(w) vara Y(w + k25)) i [8 — k2E,a + 2] och 0 annars och p.s.s. Xo(w) vara
Y(w+ (k+1)25)) i [o, 8 — k%E] och 0 annars. Da blir, fér alla w, X(w) = X;(w) + Xa(w)
och Y(w) = Xi(w — kZF) + Xo(w — (k + 1)2F), s& x(t) = x1(t) + 22(t) och y(t) =
R (£) 4+ D F b, (1) for alla t. Saken &r klar.




