KTH Matematik

Losningsforslag tenta SF1634(/5B1207), Differentialekvationer II, 26 april 2010
1. Vi soker alla z(t), y(t) sa att '’ + 3z =2y, y' + y = —z och 2(0) = 1, y(0) = 2.
Lésning: Ekvationerna kan skrivas (§) = A (), dir A = (=3 ).

Forst bestammer vi A:s egenvarden och egenvektorer.

Karakteristisk ekvation: 0 = det(A — A\I) = ‘ *EIA 7124\ | = A2+ 4N +5,88 A\ o = —2 %1
Motsvarande egenvektorer &r 16sningar till (A — Ak =0, dvs

for = —=2+4 (1702 9 e (VL] §), vi kan vilja egenvektorn k; = (79).

Tva linjért oberoende reella losningar ges av Re, Im av kjeMf = (17%) e (cost+isint), sa
allméinna l6sningen till ekvationerna ges av () = ¢; (©oSIEsint) =2t 4 ¢y (—costisint) o=20,
2(0)=1,y(0)=2gerc; (})+ea () =(3), 88 ¢y =2, cp =1, vilket ger

Svar: Enda 18sning ar z(t) = e~ ?!(cost + 3sint), y(t) = e~2*(2cost + sint).
Alternativt, med laplacetransform: £ av matrisekvationen blir (med begynnelsevillko-
ren) sX — (1) = AX (diir X = £{(%)} = (ﬁ{w})), sa X = (sI — A)~' ().
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Atertransformering ger samia svar som ovall.
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2. f(t) har fouriertransformen F(w) = e=¢" . Vi soker transformen for g(t) = t2e!" e~

2
ZZ 2 f(—w), sa g(t) = —%t%e_et CEN
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Losmng f@) FL e , sa (dualitet) e~

—5ig5 (Ww2n f(-w)) = 7(f(-w) — wf'(-w)), sa
Svar: Den s6kta G(w) = 7(f(—w) — wf’'(—w)).

3. f(x) &r 2m-periodisk och f(z) = § — |z| da 2] < § och 0 da § < |z| < 7. Den har den
komplexa fourierserien > o c,e™®

Vi soker (a) de generaliserade derivatorna f/(z) och f”(x), (b) koefficienterna ¢, och (c)
koefficienterna a, och b, i f:s reella fourierserie 4 + %", (a,, cos nx + by, sinnz).
Lo6sning: Eftersom f(x) &r kontinuerlig, ar f/(z ) ={f'(z)} = —sgnz da |z| < § och =0
da § < |z| <, styckvis konstant.

Daér f"(x) =0+ 0(x + §) — 20(x) + d(x — §), bada 27- periodiska

Fourierserien for f”(z) ar Y00 (—n?)c €™, sd —n’c, = & [7_f e~ine 4y = L (% —
24 ein% )ochforn;éOfabcn:W (1 —cos F).
Direkt fas cg = 5 ["_ f(z)de =--- = L.

Eftersom c_, = ¢, giller fér den reella seriens koefficienter att a,, = ¢, + c_,, och b, =
allan=0,1,2,...,sa
—sgnz da|z| < 5
0 daZ <|e|<m’
F'(x) =6(x+ 3)—26(x) +6(x — 3), 2m-periodisk.
b: De sokta koefficienterna &r co = %, ¢, = —5(1 — cos ), n # 0.
c: De so6kta koefficienterna ges nu av
ap =7, an = #(1 —cos ), b, =0, n=1,2,3,...

Svar a: f/(x) = 2m-periodisk,

4. Ett LTI-system har pulssvarsfunktionen h(t) = e~ da 0 < ¢t < 1 och = 0 £.6. Vi sker
(a) utsignalen om insignalen ar x:(t) = U(t) cost och (b) utsignalen da insignalen &r h(t).
Liisning y(t) = [Z_h(t — T)z(r)dr, dvs da h(t) och x(t) &r 0 for ¢t < 0 fis y(t) =
fo 7) dr, en laplacefaltning. Vi anvander laplacetransform och far h(t) = e (U(t)—
Ut — 1)) = e_tZ/{( ) —etem DYt — 1), 88 H(s) = 5 (1—e te™).

La. dr z(t) = U(t) cost, sd X(s) = %7 och Y(s) = H(s)X(s) = m(l —ete7®) =
A+ f{ﬁ)(l —e~le7*), sd Svar a: Utsignalen y(t) = %(—e‘t + cost+sint)U(t) —
o= (—e= =D 4 cos(t — 1) + sin(t — 1))U(t — 1).

Ib. drY(s)=H(s)?= ﬁ(l —2e7te™% + e 2e72%) som ger

Svar b: Utsignalen y(t) = te"U(t) — 2(t — Ve Ut — 1) + (t — 2)e U(t — 2).




5. Visoker [7 [f(t)[*dt, da f(t) = [ sinc(t — 7) = dr.

Losning: Enligt Parseval (fs) foo fO)2dt = 5= [Z|F (W) dw.

f(t) &r faltningen av sinc(t) och +1, sa dess fouriertransform ar produkten av deras trans-
former, F(w) = rect(£)-me~ [l och [7_[f(t)Pdt = & [T w2e ldw =22 [Te 2 dw =
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Svar: Integralens virde &r 7 (1 — e™27).

6. Temperaturen u(z,y) i en kvadratisk platta uppfyller ekvationen % + ‘3277; = ku, for
0<z<m0<y<m, dar k> 0 ar en konstant. (

Vi soker u(z,y) for 0 <z < 7,0 <y <, da (a) u(0,y) = u(m,y) =0, 0 <y < 7 och
u(z,0) =0, u(z, ) = sin(z) + sin(3z), 0 < z < 7 och (b) u(0,y) = u(m,y) =0, 0<y <=

och u(z,0) = sin(2z), u(z,7) = sin(3z), 0 <z < 7.
X//

Losning: Variabelseparation. wu(z,y) = X(z) - Y(y) insatt i ekvationen ger =~ = k —
};” = ), konstant. For X(x) fas X” = AX, X(0) = X(w) = 0, med enda icketriviala
l6sningarna (multipler av) X, (z) = sin(nz), n = 0,1,2,... (som svarar mot A = —n?).

Motsvarande Y (y) som uppfyller Y (0) = 0 blir (multipler av) Y,(y) = sinh(vk + n2y)
och en allmén 16sning (med u = 0 pa tre sidor) u(z,y) = >~ by sin(nz) sinh(Vk + n?y).
b, bestdms i a. av att u(z,m) = Y. by sin(nz) sinh(vk + n?m) = sin(z) + sin(3z), sa
by = m, by = blnh(lw och 6vriga b, = 0.

I uppgift b. delas 16sningen upp i en del som liksom den i a. &r 0 pa kanterna, utom pa
kanten med y = 7, och en del som bara ar # 0 pa kanten med y = 0. Pa samma sitt som i

a. fas den andra delen till sin(2x)m:ilr(lh— (’“j%’;;)”))

Svar a: u(z,y) = sin(m)L VEtLy) | sin(3z) sinh(vk+9y)

) sinh(v/k+17) ] sinh(v/EF97)’
b: u(z,y) = sin(3z) SROWEE) | o5 (2g) sinhVE+A(r—y))

sinh(+/k+97) sinh(v/k+4m)

7. Vi soker alla y(t), t > 0, (med y(t), y'(t) kontinuerliga och av exponentiell typ och
y” (t) styckvis kontinuerlig) sa att y”(¢t) = y’'(t) + 6e~* fot e y(r)dr for alla t > 0 och
y(0) =1, y'(0) = —1.

Losning: y”(t) = y'(t) + 6e7* fot eTy(r)dr = y'(t) + 6]3 e~ =7 y(r)dr. Laplacetrans-
formation ger (p.g.a. villkoret pa y(t) och att transformen av faltningen &r produkten av
transformerna) s2Y — sy(O) y'(0) = (s2Y —s+1=)sY —y(0) +6-=Y =sY — 1 —|—6 Ly,

s+1 s+1
R 35 s4+1)(s—2 s
sa (s* —s— 5$1)Y = (=5 8Y =)s — 2 och Y (5) = { 3 )g 6 b= 2+—5;+3 - (s+1)2+2 £

ger svaret.
Svar: y(t) = et cos(v/21).

8. Vid sampling av z(t) med intervall T' saknas vérdena x(3nT) (n heltal). Vi soker (a)
fouriertransformen X,s(w) av @,s(t) = >_, 11 19 44 45 @(nT)5(t —nT) (uttryckt i trans-

formen X (w) for x(t)) och skall (b) visa att da X (w) = 0 for lw| > 2% riicker ,.4(t) for att

3T
bestdmma x(t).
Losning: z,4(t) = >0 a(nT)é(t—nT)—Y " x(3nT)§(t—3nT) = (t)'(Z;L”,_OO a(t—
nT)=>>" __ 8(t—n3T)) och (transformen av en produkt) X, (w) = %X( JR(ZEI > O(w—
n2:,2r) g; ;l.o——oo 6(w - ni)) - T Zn——oo ((.«J - ’/l T ) 31T n=-—oo ((.«J - n%)
Svar a: X,s(w) =25 00 X(w—n2E) - L>> X(w —n2T).

Kalla de tva termerna i X,.¢(w) for fi(w )och —f3(w ) Da ar fi(w ) perlodlsk medan f3(w)
dr 2%-periodisk. Om X (w) = 0 for |w| > 2X &r fi(w) = 0 for 2% < w < 37, en hel period
for f3( ). Vérdena for X, s(w) i det intervallet bestdmmer alltsa f3( ) helt och vi kan dra
bort den andra termen fran X,,(w) och fa fram fi(w). Fér lw| < 25 dr X (w) = fi(w), s& vi

far entydigt X (w) och dérmed z(t). Saken &r klar.




