KTH Matematik

Losningsforslag tenta SF1634(/5B1207), Differentialekvationer II,
17 augusti 2010

1. Funktionen y(z) uppfyller y' = 1_ny €*¥ och y(0) = 0.

Vi soker ett samband som implicit bestammer y(x).

Lésning: Ekvationen dr separabel och kan skrivas (1 + y2?)e Yy’ = ze®. [...dz av bada
leden (partiellt) ger (—3 — 2y —y?)e ™Y = (z — 1)e® + C, C konstant. y(0) =0 ger C = —2.
Svar: ett sddant samband ar (y? + 2y + 3)e ¥ = (1 — z)e® + 2.

2. f(t) har fouriertransformen F'(w) = m
Vi séker fouriertransformen G(w) for g(t) = [ % dr.

Losning: g(t) ér faltningen av el och F(2(t — 1)), sa G(w) &r produkten av deras trans-
FT

former. e~ 2% H% (fs). F(t) RN 2 f(—w) (dualitet), sa F(2t) = 7 f(—%) och
FQ(t—1)) &5 emiwnf(—2).
Svar: Den s6kta transformen ir G(w) = 1_2|_7;2 e f(—2).

3. z(t) = e* cost da |t| <  och 0 annars.
Vi soker (a.) de generaliserade derivatorna z'(¢) och 2" (t), (b.) den generaliserade funktio-
nen y(t) = z"(t) — 4x'(t) + 52(t) och (c.) z(t):s fouriertransform X (w) (med hjélp av y(t)).

Losning: «(t) ar kontinuerlig (cost = o for t = +2) sa den generaliserade derivatan z’(t) =
{a'(t)}, den Klassiska derivatan, x’(t) = e?*(2cost — sint) da [t| < J och 0 annars.
x'(t) &r deriverbar utom i punkterna £7, dér den har sprangen et sa

e**(3cost —4sint), [t| < I

0, annars.

Insdttning ger y(t)(= =" (t) — 4x’(t) + 5x(t)) = e™d(t — 3) + e_”(s‘(ﬂt + 3). .
Fouriertransformation av detta ger —w?X (w) — 4iwX (w) +5X (w) = eTe 12¥ 4 e 2% s4

_ er(l—i%)+e—ﬂ(1—i%)
X(L«J) - —w?—4iw+5

Svar: z’(t), ' (t), y(t) och X (w) enligt ovan.

z/(t) = e™S(t — ) + e "S(t+ T) +

(ty eftersom x(t) ar absolutintegrabel, &r X (w) en vanlig funktion).

4. Finn alla 16sningar x(t), y(t) till problemet z’ = 4o — 5y, y’ = z+ 2y, 2(0) = 4, y(0) = 2.

Loésning: Ekvationerna kan skrivas (j)' = A (§), dir A = (4 3°).
Forst bestammer vi A:s egenvirden och egenvektorer.
Karakteristisk ekvation: 0 = det(A — \I) = 4;’\ 2:5/\ | =22 —-6X+13, 53 A2 =3+20.
Motsvarande egenvektorer ér 1osningar till (A — Al)k = 0, dvs
for Ay =3+ 2i: ("7 1%, ] §) & (T 21%ai] §), vi kan viilja egenvektorn k; = (15%).
Tva linjért oberoende reella 16sningar ges av Re, Im av ket = (”{2’) e3t(cos 2t + i sin 2t),
sé allménna losningen till ekvationerna ges av () = ¢p (082" 28in2t) g3ty ¢, (Zcos2idsin2t) 31,
z(0) =4, y(0) =2ger ¢1 (1) +c2(3) =(3), 88 ¢c1 =2, co = 1, vilket ger
Svar: Enda 18sning ar z(t) = e3%(4 cos 2t — 3sin 2t), y(t) = e3*(2 cos 2t + sin 2t).
Alternativt, med laplacetransform: £ av matrisekvationen blir (med begynnelsevillko-
. x L{x o —

ren) sX — (%) = AX (dir X = £{(%)} = ([:}y{)) sa X = (sT — A)~1 ().

_ s— -1 s—2 — 4(s—3)—6
(7 = A)7 = (5 2) ™ = s (17 75). som ger X = ghr (5075073

Atertransformering ger samma svar som ovan.




5. Ett linjirt tidsinvariant system (ett LTI-system) har pulssvaret h(t) = €™ sinc(3(t —4)).
Vi soker utsignalen y(t) da insignalen &r z:(t) = sinc(3t).

Losning: Systemet &r LTI, sa y(t) = h(t) x z(t) = [*_ €™ sinc(3(r — 4)) sinc(3(t — 7)) dr.
Det ger for fouriertransformerna att Y (w) = H(w)X (w).

Enligt formelsamling: sinc(?) L rect 5=, sa sinc(3t) 7L 1 zrect g%, sinc(3(t — 4)) SR
fe™irect & och h(t) = "™ sinc(3(t — 4)) SR %e*i(‘”’”)‘l rect ©om = LT rect 4T =
H(w), medan X (w) = & rect &.

rect 5 = 1da =27 <w < 4w, =0 £06. ochrect = =1 da —37 <w < 37w, =016, sa
Y(w) = H(w)X(w) = e~ rect =" rect & = 56_24‘”

Formelsamling igen: sinc(2t) lf—T> £ rect 5“7’T, smc( (t —4)) lf—T> 6_14“} 2 rect £,
I 7r
Zelztsine(2(t —4)) — S 2e T2 = LTl =Y (w), sa

Svar: Utsignalen y(t) = %ei%t sinc(%(t —4)).

6. Vi soker (a.) b, i fouriersinusserien Y - | b, sin(nz) for funktionen f(z) = Z — z da

2
0<z< Foch=75dia§ <z <moch (b) 16sningen u(z,t), 0 < z < w, t > oo till
g; =+32u 4(0,t) = u(ﬂ,t) =0, u(z,0) = f(z) f6r 0 < z < m, t > 0 (k > 0 konstant).

Lo6sning: Fouriersinusserien for f(z) &r fourierserien for g(z), den udda, 27w-periodiska
fortsittningen av f(z). g(x) = f(z) for 0 < z < 7, = —f(—=x) for —7 < x < 0 och 27-
periodisk. Det ger den generaliserade derivatan g'(z) = {g'(x)}—l—%é(x—i—%)—1—77(5(:13)—1—%5(36—
%) —mé(x —m) + ... (2m-periodisk), déir {g'(z)} = —1 for |[z| < §, =0 for § <2 < 7 och
2m-periodisk. Dess fourierserie &r Y - | nb, cos(nz), sa nb, = 1 f_ﬂ cos(nx) dx =

%(fﬁg(fl) cos(nx) dx + 5 cos(—n%) + mcos0 + T cos(nf) — mcos(nm)) = fn—Qﬂ sin(nf) +
cos(nf) 4+ (1 —(=1)") @an#0,=0din=0). [Alt. by = 2 [ f(2)sin(nz) do, ger samma by, ]
Variabelseparation med randvillkoren ger 16sningar e—hkn?t sin(nx), n =1, 2, 3,..., s& med
superposition och begynnelsevillkoret fas 1sningen u(x,t) = > 7 | bype —kn?t sin(nx).

Svar a: b, = _ﬂ.iz Sin(ng)+cos(n%)+7(11—(—1)ﬂ), b: u(z,t) = Zoo bne—kn2t sin(nx).

n=1

7. Vi soker alla y(t), ¢ > 0, (med, utom for ¢t = 1, y(t) kontinuerlig av exponentiell typ,
y'(¢) styckvis kontinuerlig) som uppfyller y’(t) = §(t—1 +f0 (cos(t—7)+sin(t—7)) dr
for alla t > 0, y(0) = 0.

Lo6sning: Laplacetransformation ger (p.g.a. villkoret pa y(t) och att transformen av faltnin-

gen ar produkten av transformerna) sY —y(0) = e *+Y - 332111, vilket ger Y(s) = e’s—jiﬂ =
1 s+ % V3 3 -1 .
3s—1 g( 1)2 2(\/§)2 - 7(9_‘_1)224_(\/5)2)’ L ger svaret:

Svar: y(t) = (2e~D 43 e~ z(t-1) cos‘/_(t 1)— 3 e~ z(t=1) sm‘/_(t 1))U(t—1).

(s + ) = 3

8. Vi vet att z(t) = 0 om [t| > 27, att y(¢t) = 0 om [¢| > 7 och att X (n) = Y (n) for alla
heltal n. Vi skall uttrycka y(¢t) med hjalp av z(t):s varden.

Lésning: Vifar X(w) Y02 d(w—n)=>2"_ _ X(n)d(w-n)=>""__Y(n)s(w—n)=

n=—oo n=—oo n=—oo

Y(w)->or 0w —mn). Men (fs) Y00 6(t — n2m) kN Yoo 0w —n), sa inver-
stransformering ger zor(t) = >0 a(t —n2m) = x(t) * > .o 6(t —n2w) = y(t) *
Yoo Lot —mn2m) = 30yt — n2m) = yar(t). x(t) och y(t) har alltsd samma 27-

periodiska fortséittning. (Kan alternativt ses av att (fs) x2,(t) har fourierkoefficienter ¢, = ﬁX(n))
For |t| < 7 ar y(t) = yar (t) och xor(t) = x(t — 2m) + x(t) + z(t + 27) (Svriga termer ar 0), sa
Svar: y(t) = z(t — 2w) + x(t) + x(t + 2w) for |t| < w, 0 annars.




