Matematik, KTH

Loésningsforslag tenta SF1634(/5B1207), Differentialekvationer II, 2 maj 2011

1. Vi soker y(z) med 2%y’ + 4%y = e=® och y(1) = 0 och maximalt definitionsintervall,
samt detta maximala intervall.

Losning: Ekvationen &r linjar av forsta ordningen. Ingen 16sning &r definierad for z = 0,
ty ekvationen blir dar 0 = 1.
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Da z # 0 far vi (standardform) y’ + %y = %5 och finner den integrerande faktorn

p(x) = el T = elnlzl — 44 Multiplikation med den ger (z1y)’ = ze™®, si (med partial-

integration) 2ty = [ze ¥ dr = —we ® + [e "dx = —ze™® — e * + C, C en konstant.
Det ger y(z) = —(% + Zr)e™" + &, som l8ser ekvationen fér alla x # 0.

Storsta mojliga 16sningsintervall som innehaller z = 1 ges av « > 0.

Villkoret y(1) = 0 bestammer C: —(1+1)e”' +C =0,s4 C = 2.

Svar: y(z) = —(Z5 + w—ﬂ)e_m + 614 , maximalt definitionsintervall ges av & > 0.

2. Vi soker (fourier-)sinusserien for funktionen f(x) = e™*, 0 < x < m, och vérdet serien
3m

konvergerar mot da r = <.

Loésning: Sinusserien for f(z) (definierad pa intervallet ]0,7[) ges av Y- by, sinnz, dar,
forn =1,2,..., by =2 [ f(z)sinnzde = 2 [[e “sinnzds = 2 [ e "Ime™” dz =

o
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20D (alternativt kan man anvéinda formel 330, sid. 175 i BETA.)

f:s sinusserie konvergerar mot en udda, 2m-periodisk funktion som sammanfaller med f(x)

da (f(x) &r kontinuerlig och) 0 < 2 < 7. For o = 3T konvergerar den alltsd mot detsamma
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som for 3% — 2 = =X (27-periodisk), némligen (udda) mot —f(3) = —e™ 2.
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Svar: Serien ar ) -~ | sinnz, dd x = 37" konvergent mot —e

3. Givet ett LTI-system med utsignal e~2{/(¢) for insignal e ®U(t). Vi séker (a.) fourier-
transformen H (w) for pulssvaret h(t) (dvs overforingsfunktionen) och (b.) pulssvaret h(t).
Losning: Med insignal z(t) och utsignal y(t) géller for fouriertransformerna att Y (w) =
H(w)X(w) (fb). x(t) = e U(t) och y(t) = e *U(t) ger (fb igen) X(w) = g7 och
Y(w) = 55, 88 H(w) = 552 = 1 — 52—, sa h(t) = 0(t) — e >"U(t).

Svar a: Transformen H(w) = ;izz, b: Pulssvaret h(t) = §(t) — e 2'U(t).
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4. cos(12) har fouriertransform F(w). Sékt ér g(t) = [°

e 2171 (t — 7) dr:s transform.

e
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Losning: g(t) = e 2!l « F(t), en faltning, si G(w) #r produkten av transformerna.

Enligt fb: e~2lt 2% yES

. o FT 1 o 1
~o» och med dualitet fas F(2) — 27 cos(m) = 27 cos( 1757 )-

costizoz

Svar: Den sokta transformen &r G(w) = 8w —t5—.

5. Vi soker y(t) som uppfyller " +y’ — 2y =3(t — 1) och y(0) = 1,y’(0) = 1.
L{y" ()} = s*Y(s)—sy(0)—y’(0) = s?Y(s) —s—1 och L{§(t—1)} = e~*. Insiittning i ekva-
tionen ger s2Y (s) —s—1+sY (s)—1-2Y (s) = 3e~*, dvs (s2+5—2)Y (s) = (s—1)(s+2)Y (s) =
Men L{e*} = - L{f(t —b)U(t —b)} = e **F(s) (d& b > 0, U Heavisides szegfunktion).

Losning: Laplacetransformering ger L{y(t)} = Y (s), L{y'(¢)} = sY (s) —y(0) = sY(s) — 1,
s+ 2+ 3e~*. Vi léser ut och partialbraksuppdelar, vilket ger Y (s) = ﬁ + 1 5;2
Svar: Losningen #r y(t) = et + e ' Ut — 1) — e 2D Y(t — 1).

6. Vi soker x(t) = (g) som uppfyller x’ = (i) _02) x = Ax och x(0) = (i’)

Lo6sning: Forst bestdmmer vi A:s egenvirden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen
blir 0 = det(A — A) = [*7* 23| = (3= A)(=A) — (=2) - 1 = A% — 3\ + 2, med Isningar
A1,2 = 2,1. Motsvarande egenvektorer fas som 16sningar till (A — AI)k = 0, dvs

for M =2: (1 25| 9) < (§ 52| ), vi kan vilja egenvektorn ky = (%),



for o =1: (323 9) < (3 3| ), vi kan vilja egenvektorn ko = (1).

Den allménna 15sningen till ekvationen ges av x(t) = >, ke = c1kieM? + cokoe??! =
c1(3)e? +ca(1)et. Villkoret x(0) =c1(2) +ca(1)=(3) ger c1 =2, co = —1. Det ger
x(t) = 4e?t — et

y(t) = 2e%t — et.

Alternativt, med laplacetransform: £ av matrisekvationen blir (med begynnelsevillko-

ren) sX — (3) = AX (dir X = £{(%)} = (ﬁﬁ)), sa X = (sI — A)~1(3).

(7= &) = (2 = s (1573), 98 X = gy (7).

Atertransformering ger samina svar som ovaln.

462t _ ot
x(t) = (Qth B et> och Svar: Losningen ar

e2=2 33 0<t<1
7. Vihar z(t) = ¢ 7372 — 213 1 <t < 0 och skall
0, [t] > 1
(a.) bestdmma (de generaliserade) derivatorna x’(t), =" (t) och
(b.) berdkna z”(t) + z’(t) — 62(t) och med den bestdmma z(t):s fouriertransform X (w).
2?72 £ 3733, o0 <t<1
Lésning: x(t) ar kontinuerlig, sa z’(t) = {z/(¢)} = { —3e73t72 — 223, 1<t <0
(Hoger- och vénstergransvirdena lika i ¢ = 0, £1.) o, [t] > 1.
Sprangen i z'(t) ger d-funktioner i ¢ = 0, +1 i z”(¢), =" (t) = {z"(t)} + d-funktioner,
4e?*—2 _9e~3t3 0 <t <1
x"(t) = —58(t—1)+5(e3>+e72)8(t)—5ed(t+1)+1 9e 372 — 4e#+3, 1 <t <0

0, It| > 1.
Det ger = (t) + x’(t) — 6x(t) = —56(t — 1) + 5(e® + e72)d(t) — 5ed(t + 1) och med
fouriertransformation —w?X (w) + iwX (w) — 6X(w) = —5e~ ™ + 5(e™2 + €3) — Hee', sa

—2_ p—iw _  l4iw
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X(w) =550

Svar a: z’(t), =" (t) som ovan, b: =" (t) + z’(t) — 6x(t), X (w) som ovan.

8. Visdker f(t), t > 0 med f(0) = 0 som uppfyller f’(t)—|—f0t e?“ f(t—u)du = 2(cost—sint).
Laplacetransformering ger L{f(t)} = F(s) och L{f'(t)} = sF(s) — f(0) = sF(s), medan
integralen &r en faltning, sa E{fot e?uf(t —u)du} = L{H}L{f(t)} = L5 F(s). Vidare

5—2
giller £{2(cost — sint)} = QS(E:P Man far ekvationen sF(s) + -5 F(s) = 2§§i), dvs
5’t_%F(s) = 2§§:_P, sa F(s) = (5_21(39(;2_1) = 5t — Lo (partialbraksuppdelning) och

Svar: f(t) = cost + 3sint — et.

9. Vi soker (a.) allménna losningen w(z,t), t > 0, 0 < z < 7 till g?; +u = % med

u(0,t) = u(mw,t) =0 for t > 0 och (b.) l6sningen da u(z,0) =sin3z for 0 < x < 7.
Losning: Variabelseparation. Vi soker en 16sning av formen u(x,t) = X (x)T'(t) till ekva-
tionen och randvillkoren. Ekvationen ger X "T + XT = XT"', dvs XTH +1= TT/ Eftersom

ingen annan term innehaller x, maste XTH vara konstant, kalla den —\, sa TT/ =1-A\
Randvillkoren ger problemet X + AX =0, X(0) = X (7) = 0, vilket har lésningar (andra
dn 0) precis dd A =n?, n =1,2,..., namligen X,,(7) = a, sin nz. (Motiveras som i zC.)

Motsvarande T-l6sningar ar T,,(t) = bye(1=m")t,

Hela de separerade 16sningarna ar alltsa u,(z,t) = X, ()T, (t) = ¢, sinnz e(1=n*)t,
Superposition ger allménna losningen u(z,t) = >~
Ib. bestims koefficienterna c,, av begynnelsevillkoret, u(z,0) = >
x < m. Tydligen ¢ =1 och ¢,, =0, n # 3.

Svar a: u(z,t) = > >0

n=1
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¢ sinng e(1=n7)t,
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el CnSinnr =sindz, 0 <
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cn sinnx el b: u(x,t) = sin 3z e 5.

10. Funktionen z(t) har fouriertransformen X (w) = cos(4w) e~1¥l. Vi soker

(a.) z(t) och (b.) alla L s& att z(t):s L-periodiska fortséttning ,(¢) dr %-periodisk.
L('jsping: Enligt fs (BETA Fa1b.) m P eIl 8 X (w) = cos(dw)e™ ¢l = leitwemlwl 4
se eIl ger s pr) a(t) = %w(uéﬂ)?) + %W(H(sz)z)‘




Fourierserien for den L-periodiska 1 (t), Y oo cn€™Et har koefficienter ¢, = 1X(n2r) =
%cos(4n%ﬂ)e—|”%ﬂ‘ (enligt fb eller kort bevis). Funktionen ér L-periodisk precis om ¢, = 0
for alla udda n (ei"QT"t ar ju %-periodisk precis om n ar jaimnt och termerna ar linjart
oberoende). Villkoret &r alltsa att cos(4n2F) = cos(nifZ) = 0, dvs att nif &r ett udda
heltal, for alla udda n. Det intraffar precis om 1L—6 ar ett udda heltal (n = 1 &r udda, sa det
dr nodvandigt, men uppenbart tillrackligt).

Svar a: z(t) =

1 1 1
E( 1+ (t+4)2 + 14 (t—4)2 )s
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b: zr(t) dr 3-periodisk precis om L = > for ett udda heltal k.




