
Matematik, KTH

Lösningsförslag tenta SF1634(/5B1207), Diffekvationer II, 16 augusti 2011
Tryckfel kan förekomma.

1. Vi söker x(t) = ( x
y ) som uppfyller x ′ =

(−1 5
−1 1

)
x = Ax och x(0) = ( 0

2 ).

Lösning:
Först bestämmer vi A:s egenvärden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen blir
0 = det(A − λI) =

∣∣−1−λ 5
−1 1−λ

∣∣ = (−1 − λ)(1 − λ) − (−1)5 · 1 = λ2 − 1 + 5 = λ2 + 4,
med lösningar λ1,2 = ±2i. Motsvarande egenvektorer f̊as som lösningar till (A− λI)k = 0.
För λ1 = 2i:

(−1−2i 5
−1 1−2i

∣∣ 0
0 ) ⇔

(
0 0
1 −1+2i

∣∣ 0
0 ), vi kan välja egenvektorn k1 =

(
1−2i

1

)
.

k1e
λ1t =

(
1−2i

1

)
(cos 2t + i sin 2t) =

(
cos 2t+2 sin 2t

cos 2t

)
+ i

(
sin 2t−2 cos 2t

sin 2t

)
, s̊a (A är reell) den

allmänna lösningen till ekvationen ges av x(t) = c1

(
cos 2t+2 sin 2t

cos 2t

)
+ c2

(
sin 2t−2 cos 2t

sin 2t

)
.

Villkoret x(0) = c1 ( 1
1 ) + c2

(−2
0

)
= ( 0

2 ) ger c1 = 2, c2 = 1. Det ger

x(t) =
(

5 sin 2t
2 cos 2t+sin 2t

)
och Svar: Lösningen är

{
x(t) = 5 sin 2t

y(t) = 2 cos 2t + sin 2t.

Alternativt, med laplacetransform: L av matrisekvationen blir (med begynnelsevil-
lkoren) sX − ( 0

2 ) = AX (där X = L{( x
y )} =

(
L{x}
L{y}

)
), s̊a X = (sI − A)−1 ( 0

2 ) =(
s+1 −5
1 s−1

)−1
( 0

2 ) = 1
s2+4

(
s−1 5
−1 s+1

)
( 0

2 ) =
(

5 2
s2+4

2 s
s2+4

+ 2
s2+4

)
. Återtransformering ger svaret.

2. f(x) = x√
x2+1

för 0 < x ≤ 1, = 0 för −1 < x ≤ 0 har fourierserien a0
2 +

∑∞
n=1(an cos nπx+

bn sinnπx). Vi söker (a) värdet serien konvergerar mot d̊a x = 5, (b) värdet av
∑∞

n=1 bn sinn
och (c) värdet av

∑∞
n=1(bn)2.

Lösning:
Serien är 2-periodisk, s̊a för x = 5 konvergerar den mot samma värde som för x = 1, nämligen
mot medelvärdet av hö- och vä-gränsvärdena (av f :s 2-periodiska fortsättning) där, 1

2 ( 1√
2
+0) = 1

2
√

2
.∑∞

n=1 bn sinnπx konvergerar mot f(x):s udda del, dvs mot fu(x) = 1
2

x√
x2+1

, −1 < x < 1
(jämna delen är 1

2
|x|q
x2+1

), s̊a
∑∞

n=1 bn sinn konvergerar mot fu( 1
π ) = 1

2
√

π2+1
(fu är kontinuerlig där).∫ 1

−1
(fu(x))2 dx =

∑∞
m=1

∑∞
n=1 bmbn

∫ 1

−1
sinmx sinnx dx =

∑∞
n=1(bn)2

∫ 1

−1
sin2 nx dx =

=
∑∞

n=1(bn)2
∫ 1

−1
1
2 (1− cos 2nx) dx =

∑∞
n=1(bn)2 (Parsevals relation, kan tas direkt fr̊an fs).

S̊a
∑∞

n=1(bn)2 =
∫ 1

−1
1
4

x2

x2+1 dx =
∫ 1

−1
1
4

(
1− 1

x2+1

)
dx = 1

4 [x− arctanx]1−1 = 1
2 −

π
8 .

Svar: Serierna konvergerar mot a: 1

2
√

2
, b: 1

2
√

π2+1
och c: 1

2
− π

8
.

3. x(t) är 2π-periodisk och = sgn(t) · e−t för −π < t ≤ π. Vi söker (a) x ′(t) för alla t och
(b)

∫ 3π
2

−π
2
(x(t) + x ′(t)) cos t dt.

Lösning:
x(t) =

{
e−t för 0 < t ≤ π
−e−t för − π < t < 0 och 2π-periodisk, s̊a

x ′(t) = 2δ(t)− (eπ + e−π)δ(t− π) +
{
−e−t för 0 < t ≤ π
e−t för − π < t < 0 =

= 2δ(t)− (eπ + e−π)δ(t− π)− sgn(t) · e−t och 2π-periodisk.
Det ger x(t)+x ′(t) = 2δ(t)−(eπ+e−π)δ(t−π) och 2π-periodisk, s̊a

∫ 3π
2

−π
2
(x(t)+x ′(t)) cos t dt =

2 cos 0− (eπ + e−π) cos π = 2 + eπ + e−π
(bara δ-pulserna i 0 och π ligger i integrationsomr̊adet).

Svar a: x ′(t) = 2δ(t) − (eπ + e−π)δ(t − π) − sgn(t) · e−t och 2π-periodisk,
b: Värdet är 2 + eπ + e−π.

4. Vi söker x(t) som har fouriertransformen X(ω) = e2iωω3

ω4+5ω2+4 .

Lösning:
X(ω) = e2iωω ω2

(ω2+1)(ω2+4) = e2iω
(

4
3

ω
ω2+4 −

1
3

ω
ω2+1

)
. Enligt fs är det e2iω·transformen av

i
2 ( 4

3e−2|t| − 1
3e−|t|) sgn(t), s̊a (fs igen) x(t) = ( 2i

3 e−2|t+2| − i
6e−|t+2|) sgn(t + 2).

Svar: x(t) = (2i
3

e−2|t+2| − i
6
e−|t+2|) sgn(t + 2).



5. Vi söker y(5) d̊a y ′′ + 3y ′ + 2y = δ(t− 4) och y(0) = 3, y ′(0) = 5.

Lösning:
Laplacetransformering av ekvationen ger, med L{y(t)} = Y (s), L{y ′(t)} = sY (s)− y(0) =
sY (s)− 3, L{y ′′(t)} = s2Y (s)− sy(0)− y ′(0) = s2Y (s)− 3s− 5 och L{δ(t− 4)} = e−4s, att
s2Y (s)−3s−5+3sY (s)−9+2Y (s) = e−4s, dvs (s2+3s+2)Y (s) = (s+2)(s+1)Y (s) = 3s+
14+e−4s. Vi löser ut och partialbr̊aksuppdelar, vilket ger Y (s) = − 8

s+2 + 11
s+1 −

e−4s

s+2 + e−4s

s+1 .
Eftersom L{eat} = 1

s−a och L{f(t − b)U(t − b)} = e−bsF (s) (d̊a b ≥ 0, U är Heavisides
stegfunktion) f̊as y(t) = 11e−t − 8e−2t +

(
e−(t−4) − e−2(t−4)

)
U(t− 4).

Svar: Det sökta värdet är y(5) = 11e−5 − 8e−10 + e−1 − e−2.

6. Vi söker den allmänna lösningen till xy ′′ + (2x + 1)y ′ + (x + 1)y = e−x lnx, x > 0
(och använder att y(x) = e−x löser xy ′′ + (2x + 1)y ′ + (x + 1)y = 0).

Lösning:
y(x) = e−x ger y ′ = −e−x och y ′′ = e−x. Insättning i den homogena ekvationen ger
vl= (x− (2x + 1) + (x + 1))e−x = 0 =hl, ok.
För att lösa den inhomogena ekvationen sätter vi (”reduktion av ordningen”) y(x) = u(x)e−x.
D̊a blir y ′ = (u ′ − u)e−x, y ′′ = (u ′′ − 2u ′ + u)e−x och insättning i ekvationen ger
(x(u ′′ − 2u ′ + u) + (2x + 1)(u ′ − u) + (x + 1)u)e−x = e−x lnx, dvs xu ′′ + u ′ = lnx,
s̊a u ′′ + 1

xu ′ = ln x
x , en linjär ekvation för u ′. Integrerande faktor: µ(x) = e

R 1
x dx = eln |x| =

|x| = x (för x > 0), s̊a ekvationen blir (xu ′) ′ = lnx (kunde man först̊as se direkt), med lösning
xu ′ = x lnx− x + c1, dvs u ′ = ln x− 1 + c1

x och (x > 0) u(x) = x lnx− x− x + c1 lnx + c2

med c1, c2 godtyckliga konstanter. y(x) = u(x)e−x ger
Svar: Lösningen är y(x) = xe−x ln x − 2xe−x + c1e−x ln x + c2e−x, med c1, c2

godtyckliga konstanter.

7. x(t) har fouriertransformen X(ω) =
{

e−2ω −1 < ω < 3
0 för övrigt.

Vi söker dels (a) transformerna för tx(t) och t2x(t) och dels (b) x(t).

Lösning:

tx(t) FT7−→ i d
dω X(ω) = i(e2δ(ω + 1)− e−6δ(ω − 3)) + i ·

{
−2e−2ω −1 < ω < 3
0 f.ö.

=
= i(e2δ(ω + 1)− e−6δ(ω − 3))− 2iX(ω).
P.s.s. t2x(t) FT7−→ i d

dω av ovanst̊aende, dvs −e2δ ′(ω + 1) + e−6δ ′(ω − 3)− 2i(i d
dω X(ω)) =

= −e2δ ′(ω + 1) + e−6δ ′(ω − 3) + 2e2δ(ω + 1)− 2e−6δ(ω − 3)−
{

4e−2ω −1 < ω < 3
0 f.ö.

Det ger att (t + 2i)x(t) FT7−→ i(e2δ(ω + 1)− e−6δ(ω + 3)), men enligt fs e−it FT7−→ 2πδ(ω + 1)
och ei3t FT7−→ 2πδ(ω + 3), s̊a i

2π (e2e−it − e−6ei3t) FT7−→ i(e2δ(ω + 1)− e−6δ(ω + 3)).
Inverstransformering och förenkling ger svaret.

Svar a: tx(t) FT7−→ i(e2δ(ω + 1) − e−6δ(ω − 3)) − 2iX(ω),
t2x(t) FT7−→ −e2δ ′(ω + 1) + e−6δ ′(ω − 3) + 2e2δ(ω + 1) − 2e−6δ(ω − 3) − 4X(ω),
b: x(t) = 1

2π(2−it)
(e2−it − e−3(2−it)).

8. Vi söker y(t), t ≥ 0, med
∫∞
0

e−ty(t) dt = 1 och
∫ t

0
τy(τ) dτ =

∫ t

0
y(τ)y(t− τ) dτ, t > 0.

Lösning:
Det första villkoret ger att Y (1) = 1, där Y (s) = L{y(t)}, laplacetransformen.
Transformering av ekvationen ger 1

sL{ty(t)} = 1
s (−Y ′(s)) = L{(y∗y)(t)} = Y (s)2 och allts̊a

−Y ′

Y 2 = ( 1
Y ) ′ = s, s̊a 1

Y = s2

2 + C för en konstant C. Y (1) = 1 ger C = 1
2 och Y (s) = 2

s2+1 ,
s̊a Svar: y(t) = 2 sin t, t ≥ 0.



9. Vi söker (a) den allmänna lösningen till

{
∂2u
∂x2 + ∂u

∂x = ∂u
∂t , t > 0, 0 < x < π,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0.
och

(b) lösningens dominerande term d̊a u(x, 0) = 1 för 0 ≤ x ≤ π.

Lösning:
Variabelseparation. Vi söker en lösning av formen u(x, t) = X(x)T (t) till ekvationen och
randvillkoren. Ekvationen ger X ′′T + X ′T = XT ′, dvs X ′′

X + X ′

X = T ′

T . Eftersom vl bara
beror av x och hl bara beror av t är de b̊ada konstanta, = −λ säg.
För X(x) f̊as X ′′ + X ′ + λX = 0, X(0) = X(π) = 0. Karakteristisk ekvation för den är

k2 + k + λ = 0, med lösningar k1,2 = − 1
2 ±

√
1
4 − λ.

Om k1,2 b̊ada är reella ger randvillkoren bara den triviala lösningen 0 (X(x) = Aeax + Bebx ger

A + B = Aeaπ + Bebπ = 0 och X(x) = (A + Bx)eax ger A = (A + Bπ)eaπ = 0. I b̊ada fallen f̊as A = B = 0). Annars
(om λ > 1

4 ), l̊at µ2 = λ− 1
4 , µ > 0. D̊a är lösningen till X-ekvationen X(x) = e−

x
2 (A cos µx+

B sinµx) och randvillkoren X(0) = X(π) = 0 ger A = e−
π
2 (A cos µπ + B sinµπ) = 0, dvs

A = B sinµπ = 0. Lösningar (andra än 0,0) precis d̊a µπ = nπ, n = 1, 2, . . . (µ > 0, ju). L̊at
Xn(x) = e−

x
2 sinnx, n = 1, 2, . . . . Motsvarande λn = 1

4 + n2 och Tn(t) = e−( 1
4+n2)t.

Superposition ger allmänna lösningen u(x, t) =
∑∞

n=1 cne−
x
2 sinnx e−( 1

4+n2)t.
Koefficienterna cn bestäms av begynnelsevillkoret, u(x, 0) =

∑∞
n=1 cne−

x
2 sinnx = 1, 0 <

x < π, dvs
∑∞

n=1 cn sinnx = e
x
2 , 0 < x < π. Det ger (sinusserie) cn = 2

π

∫ π

0
e

x
2 sinnx dx.

Den dominerande termen ges av n = 1 med c1 = 2
π

∫ π

0
e

x
2 sinx dx = 2

π Im
∫ π

0
e( 1

2+i)x dx =
2
π Im e

π
2 +iπ−1

1
2+i

= 8
5π (e

π
2 + 1).

Svar a: Den allmänna lösningen är u(x, t) =
∑∞

n=1 cne− x
2 sin nx e−( 1

4+n2)t,
b: Den dominerande termen är u1(x, t) = 8

5π
(e

π
2 + 1)e− x

2 sin x e− 5
4 t.

10. Vi söker X(ω) d̊a x(t) är kontinuerlig, x(n) = 1
n2+25 för n = 0, ±1, ±2, . . . och X(ω) = 0

för |ω| ≥ π.

Lösning:
x(t) är kontinuerlig, s̊a x(t)·

∑∞
n=−∞ δ(t−n) =

∑∞
n=−∞ x(n)δ(t−n) = 1

t2+25 ·
∑∞

n=−∞ δ(t−n).
Fouriertranformering (fs) ger X(ω)∗2π

∑∞
n=−∞ δ(ω−2πn) = π

5 e−5|ω| ∗
∑∞

n=−∞ δ(ω−2πn),
dvs

∑∞
n=−∞ X(ω − 2πn) = π

5

∑∞
n=−∞ e−5|ω−2πn|.

För |ω| < π är (X(ω − 2πn) = 0 om n 6= 0) vl = X(ω) = π
5

∑∞
n=−∞ e−5|ω−2πn| =

= π
5

(
e−5|ω| +

∑−1
n=−∞ e−5(ω−2πn) +

∑∞
n=1 e5(ω−2πn)

)
=

= π
5

(
e−5|ω| + (e−5ω + e5ω)

∑∞
n=1(e

−2π)n
)

= π
5

(
e−5|ω| + 2 cosh 5ω

e2π−1

)
För |ω| ≥ π är X(ω) = 0.

Svar: X(ω) =

{
π
5

(
e−5|ω| + 2 cosh 5ω

e2π−1

)
för |ω| < π

0 för |ω| ≥ π.


