Matematik, KTH

Losningsforslag tenta SF1634(/5B1207), Diffekvationer I1, 16 augusti 2011

Tryckfel kan férekomma.

1. Vi soker x(¢) = (3 ) som uppfyller x’ = (Z{ 7 ) x = Ax och x(0) = (9).

Lo6sning:
Forst bestammer vi A:s egenvirden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen blir
0=det(A—-X) = |22 5 ] =(-1-N0-X)—(-1)5-1=7—-1+5=)+4,

med 16sningar A\ 2 = iZi Motsvarande egenvektorer fas som lésningar till (A — A\I)k = 0.
Fér Ay = 2@ (71725, ’ ) e (95 ’ 9), vi kan vilja egenvektorn k; = (17%).
ket = (172 (cos2t + isin2f) = (Cos2ii2sin2t) 4 g (sin2i-Zeos2t) gf (A dr reell) den

allménna ésningen till ekvationen ges av x(t) = ¢y (€822 2t) 4 ¢y (sin2i-2cos2t)
Villkoret x(0) = ¢ (1) +c2 (32) = (9) ger c1 =2, ¢ = 1. Det ger
: xz(t) = 5sin2t
x(t) = osin 2t och Svar: Losningen ar
() (2cos2t+sm2t) g {y(t):2cos2t+sin2t.

Alternativt, med laplacetransform: £ av matrisekvationen blir (med begynnelsevil-

Ikoren) sX — (8) = AX (dir X = £{(})} = (£} ) & X = (sT - &)1 (3) =

— 5 2
(s41-1 S—751) 1 (9) = ﬁ (3:11 Sil) (9) = (2.2122_:%214 ) Atertransformering ger svaret.

2. f(x) = ﬁ for0 <z <1,=0f6r —1 <z <0 har fourierserien %+ | (a, cos nmTa+
by, sinnmz). Visoker (a) virdet serien konvergerar mot da z = 5, (b) vérdet av ) > | b, sinn
och (c) vardet av > o2 (b,)?.

Lo6sning:

Serien ar 2-periodisk, sa for x = 5 konvergerar den mot samma vérde som for x = 1, ndmligen
mot medelvirdet av hé- och vi-gransvardena (av f:s 2-periodiska fortsittning) dAr, %(% +0) = ﬁ

>0 | by sinnmz konvergerar mot f(xz):s udda del, dvs mot f,(z) = %\/zﬁﬁ, -l<z<l1

2 o o0 .
(jémna delen &r 1 lz] ), Sa Zn:l bn smn konvergerar mot fu(%) = 2\/% (fu &ar kontinuerlig dér).

2 \/1:2+1
fil(fu(gv))2 dr =30 5> bnby fil sinmasinnzdr = o0 ( f 1 sin? nx dx =
= ZZO 1(b )2 fll %(1 — COS 2”37) dr = ZOO (b )2 (Parsevals relation, kan tas direkt fran fs).

n=1

— 1 _ 1 s

S& 37 (bn)? f14$2+1 f14( — QH) de = [m—arctanx] =5 %
Svar: Serierna konvergerar mot a: —~—, b: —~— ochc: 1 — T.
g 2\/5’ 24/72+1 2 8

3. z(t) ar 2m-periodisk och = sgn(t) - e~ ! for —m < t < 7. Vi soker (a) z’(t) for alla ¢t och

(b) [ % (x(t) + 2/ (t)) cost dt.
2
Losning: ot 10 <t<m

z(t) = Tt fr —w<t<0 och 27m-periodisk, sa

T —T —e ! <
0) = 20(0) — (7 + e mate - + {4 BIOSEST

e
=25(t) — (™ + e T)d(t — ) — sgn(t) - e~ och 2m-periodisk.

Det ger x(t)+z'(t) = 20(t)—(e™+e~™)d ( 7) och 27-periodisk, sa f t)+a'(t)) costdt =
2cos0 — (e” +e ™)cosT =24 €™ + e (bara s-pulserna i 0 och = ligger i mtegrmtlonsomrédet).

Svar a: x’(t) = 26(t) — (e™ + e~ ™)d(t — w) — sgn(t) - et och 2w-periodisk,

b: Vardet ar 2 +e™ + e~ ™.

e21uw3

4. Vi soker z(t) som har fouriertransformen X (w) = 55 577-

Lo6sning:

_ 2w w? 2w (4w
X(w) = ey = © <3w2+4

1
3
%(%e*m” — %e"”.) sgn(t), sa (fs igen) x(t) = (
Svar: x(t) = (Ze 2It+2l — Le~It+2l) sgn(t +

w

w2+1
% “2At20 _ de=lt2]) sgn(t + 2).
2).

). Enligt fs &r det e?*-transformen av




5. Vi soker y(5) da y” + 3y’ + 2y = 6(t — 4) och y(0) = 3, y'(0) = 5.
Losning:

Laplacetransformering av ekvationen ger, med L{y(t)} = Y (s), L{y'(t)} = sY (s) — y(0) =
sY(s) =3, L{y"(t)} = s*Y (s) —sy(0) —y’(0) = s?Y(s) —3s — 5 och L{§(t —4)} = e~ 4%, att
s2Y (8)—3s—5+3sY(s)—9+2Y(s) = %%, dvs (s> +35+2)Y(s) = (s+2)(s+1)Y(s) = 3s+
14+e~45. Vi léser ut och partialbraksuppdelar, vilket ger Y(s) = — siQ + 51+11 2;42 4
Eftersom L{e*} =

—— och L:{f(t —b)U(t —b)} = e " F(s) (da b > 0, U #r Heavisides
stegfunktion) fas y(t) = 1le~t — 8e 2 + (e~ (=4 — 2= (¢t — 4).
Svar: Det sokta viardet ar y(5) = 11e ® — 8e 10 4 e~ 1 — e~ 2.

6. Vi soker den allménna l8sningen till 2y” + 2z + 1)y’ + (z+ 1)y = e “Inz, >0
(och anvinder att y(z) = e~ 16ser zy” + (2 + 1)y’ + (z + 1)y = 0).

Losning:

ylx) = e ® ger y’ = —e * och y” =
VL= (z— 2z + 1)+ (x +1))e ® = 0 =HL, ok.

For att 16sa den inhomogena ekvationen séitter vi ("reduktion av ordningen”) y(x) = u(x)e~

e~”. Insdttning i den homogena ekvationen ger

x

Da blir y' = (w —we ™, y”" = (u” — 2u’ + u)e™® och inséttning i ekvationen ger
(z(u' 2u +u)+ 2+ 1w —u) + (z+ Due™® = e ®lnz, dvs zu” +u’ = Inz,
sdu' 4+ Lo = 1“7‘” en linjar ckvation for u’. Integrerande faktor: p(z) = e/ = 9 = ezl —
|z] = x (for © > 0), sa ekvationen blir (zu’)’ = Inx (kunde man forstas se direkt), med losning

ru' =zlne -z +c,dvsu’ =lnz -1+ % och (x> 0) u(z) =azhz—z—-—zr+clnz+c
med c;, co godtyckliga konstanter. y(z) = u(x)e™* ger

Svar: Losningen ar y(x) = ze *lnx — 2ze™™ 4+ cie *Inx + cqe
godtyckliga konstanter.

—x
, med cy, Co

—2w
7. x(t) har fouriertransformen X (w) = {e l<w<3

0 for ovrigt.
Vi soker dels (a) transformerna for tz(t) och t2z(t) och dels (b) z(t).
Losning:
_ 92w  _
te(t) 75 i L X (W) = i(e20(w +1) — e 05(w — 3)) + i - {0 2e fél <w<3 _

=i(e*S(w+1) — e %5(w—3)) — 2iX (w).
Ps.s. t2(t) v o i< av ovanstaende, dvs —e28’(w + 1) + 706" (w — 3) — 2i(i L X (w)) =

—2w
=—e*'(w+1)+e % (w—3)+2e*(w+1) —2e % (w—3) — {46 “l<w<s

0 f.o.
Det ger att (t + 2i)z(t) F— z( 25(w + ) 5(w +3)), men enligt fs e~ ©5 270(w + 1)
och e XL 278 (w + 3), s& (e —e 0 23’5) ILi(e20(w+ 1) — e 56(w + 3)).

Inverstransformering och forenkling ger svaret.

Svar a: tz(t) 0 i(e28(w + 1) — e %8 (w — 3)) — 2i X (w),

2z(t) 75 —e26’(w + 1) + €758 (w — 3) + 2e26(w + 1) — 26788 (w — 3) — 4X (w),
b: z(t) = 727r(21_it) (e27%t — e—3(2—i1)),

8. Vi sdker y(t), t >0, med [~ )dt*lOCthTy dT*fo y(t—7)dr, t > 0.

Losning:

Det forsta villkoret ger att Y'(1) = 1, dir Y (s) = £{y(¢)}, laplacetransformen.
Transformering av ekvationen ger 2 L{ty(t)} = (=Y '(s)) = L{(y*y)(t)} = Y (s)? och alltsa
—% =(3) =588 3+ = % + C for en konstant C. Y(1) =1 ger C = % och Y (s) =
sa, Svar: y(t) = 2sint, t > 0.

2
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ol ou __
—gja—gf—“ t>070<x<7r’och

9. Vi soker (a) den allménna lésningen till ’
)=0, t>0.

(b) l6sningens dominerande term da w(z,0) =

Losning:
Variabelseparation. Vi soker en 16sning av formen u(x,t) = X (x)T(¢) till ekvationen och
randvillkoren. Ekvationen ger X"T + X'T = XT"', dvs XTN + XTI = 7% Eftersom VL bara
beror av x och HL bara beror av ¢ &r de bada konstanta, = —\ sig.

For X(z) fas X" + X'+ AX =0, X(0) = X(w) = 0. Karakteristisk ekvation for den &r
k% +k + )\ =0, med 16sningar k12 = —% + ,/% -\

Om k2 bada &r reella ger randvillkoren bara den triviala l6sningen 0 (x(z) = Ae®® + Beb® ger
A+ B = Ac™ 4 BeP™ = 0 och X (z) = (A + Bx)e® ger A = (A + Br)ea™ = 0. I bada fallen fis A = B = 0). Annars
(om A > 1), 14t p? = A—1, ;i > 0. D4 ér 16sningen till X-ekvationen X (z) = e~ % (A cos pz+
Bsin px) och randvillkoren X (0) = X(7) = 0 ger A = e~ 2 (Acosum + Bsinpur) = 0, dvs
A = Bsinum = 0. Losningar (andra &n 0,0) precis da pm = nm, n=1,2,... (u>o,jw. Lat
X, (z) = e % sinnz, n=1,2,.... Motsvarande A, = 1 +n? och Tp,(t) = e~ G+,
Superposition ger allménna losningen u(x,t) =Y oo | ¢ e” % sinna e~ (G+n*)t,
Koefficienterna ¢, bestdms av begynnelsevillkoret, u(z,0) = Y o cpe 2 sinnz =1, 0 <
z < mdvs Y oo cpsinnz = e2, 0 < ax < m Det ger (sinusserie) ¢ = %foﬂ e? sinnzx dz.
Den dominerande termen ges av n = 1 med ¢; = 2 [ e¥ sinzde = 2Im [ 347 do =
S = Bet +1).

Svar a: Den allménna 16sningen &ar u(x,t) = >

2Tm
T
o0

2)1:
n=1 ’

e . (2
cpe % sinnze(ztn

. o fus - -5
b: Den dominerande termen ar uq(x,t) = %(ez + 1)e~ 2 sinxz e~ at.

10. Visdker X (w) da z(t) 4r kontinuerlig, z(n) = —ts forn =0, £1, £2,... och X(w) =0

n2+25
for |w| > .
Losning:
a(t) ér kontinuerlig, sa x(t)-Y 0" 6(t—n) =07 x(n)d(t—n) = migg-d e o 0(t—n).

Fouriertranformering (fs) ger X (w)*2m Y or _  6(w—2mn) = Ze 2«3 §(w—2mn),
dvs 30 X(w—2mn) =23 e~ dlw=2mn],

For |w| <7 ér (X(w—2mn)=0omn#0) VL =X(w) =ZF> % e~ dlw=2mn| —

_ % (675\0.;\ + Z;Li—oo 675(w727rn) + Zr;l 65(w727rn)> _

=z (e—5|w\ + (€75 4 €59) X (e72m)n) = I <€—5|w\ + 225?5?‘”)
For |w| > m ar X (w) = 0.

e Sl 4 72;:3:}:5;"’) for |w| <

s
Svar: X(w) =<5 ( i
0 for |w| > .




