1 a. Finn allménna l16sningen till ekvationen
dy
1+2%) = +y=1.
(L+a%) = +y
Losning: Dela med 1+ 22. Vi far

dy+ 1 1
dx 1—|—x2y71—|—x2'

Observera att

/71 dx = arct +
= arctan
T4 20 =arctanz +c¢

for nagon konstant ¢. Genom att vélja ¢ = 0 far vi en integrerande faktor

explarctan z]

varav
2 (explarctan a]y) farctana] (2 1+ {ekvationen}
— (explarctan = explarctanz| [ —= = {ekvationen
dx P 4 P de 1+ 22 y
1
= 1 g explarctan 2] = = explarctan z].

Om vi integrerar denna likhet far vi
explarctan z]y = exp[arctan z] + C;
for nagon konstant C7. Alltsa far vi
Svar:
y =1+ C; exp[— arctan z].
b. Finn 16sningen som uppfyller y(0) = 0.
Losning: Kravet
0=y(0) =1+ C;exp[—arctan0] = 1+ C4

ger C1 = —1 varav
Svar:
y(x) = 1 — exp[— arctan z].

2 Antag att vi har ett linjart system som fungerar sa att om signalen vi skickar in
ar x;, (t) for ¢ > 0 sa ar signalen som kommer ut, sig x,(t), given av

¢
(1) Tyt (t) = / h(t — 1)t (T)dT

0
for en funktion h(t), ¢ > 0. Funktionen h(f) &r inte given, men vi vet att om
Tin(t) = €71, 84 Ar @y (t) = sint.
a (3 poang). Beridkna Laplacetransformen av h(t).

Losning: Om X, (s), Xu:(s) och H(s) betecknar Laplacetransformerna av x;, (t),
Xyt (t) respektive h(t) sd medfor (1) att

(2) Xut(s) = H(s)Xin(s).

Men vi vet att om




2

sa ar

1
Alltsa ar
Svar:
1
3) H(s) = 2utls) _ 5+

b (5 poing). Givet att x4, (t) = e~ 2!, beriikna x,(t) given av (1).
Lo6sning: Enligt (2), det faktum att H(s) ges av (3) och det faktum att

1
s+ 2

in(s) =

)

far vi
s+1 1 s+1 As+ B C
2+1s+2 (E10(6+2)  £+1 stz
(As+ B)(s+2)+ C(s*+ 1)
(s2+1)(s+2) '
Kravet pa konstanterna A, B och C &r
(As+B)(s+2)+C(s* +1) =s+ 1.

Med s = =2 far vi 5C' = —1, sa C' = —1/5 och s = 0 ger sedan 2B —1/5 = 1, varav
B = 3/5. Slutligen ger s =1 att 34+ 9/5 —2/5 = 2 varav A = 1/5. Alltsa har vi

1s+3 11
5241 5st2

Xut(s)

varav

Svar:

1 3 1
Tyt (t) = gcost + R sint — 36_%.

2% (8 poéng). Bestdm den tidsdiskreta fouriertransformen (“TDFT:n”) till signalen
h[n] =3~ In—1 ¢ 3*|n+1\7n =0,4+1,42,....

Loésning: De bada termerna ér tids-translat av signalen 3717, Enligt tabell &r for
1—a?
1—2acosw + a2’ )
Anvinder man att 7DF7 {z[n — ng]} = e "0 TDFT {z[n]} och siitter a = 3’ sa

far man:

la| < 1 den tidsdiskreta fouriertransformen av al! : (w = 27v).

g-In| TDET L (/37 __ 4
1—2-(1/3)-cosw+ (1/3)2 5 —3cosw’
. 4
37\n71\ TDFT —jTw |
¢ 5—3cosw’
37\n+1| TD_]:)T e]'frw . 4 ,
5 —3cosw

3-In=1l 4 g=ln+1] TPET (o=jmw | gimw) . 4 8 cosw

5_3cosw b5—3cosw

Svar: g
cosw
5—3cosw’ (w = 2mv).



Anmdarkning: Utan att anvénda tabell har man:

oo 0 oo
alnl TD_};T E a‘"|e*jnw — E a " Teinw + § :ane—jnw _1

n=—oo n=-—oo n=0
— — G trisk: i d
— jwyn —jwyn _ 1 — eometriska serier med
Z(ae )"+ Z(ae ) 1 ’V kvoterna ae’” och ae™¥.
n=0 n=0 ) ) . )
1 1 1—ae ™ +1—ael — (1 —ae ¥ — ael + a?)
1—ael¥ = 1—aqae v 1 — ae—iv — gelw + @2
1—a?

1—2acosw+a?’

3 Los ekvationen

dx -
— = —y—sin

dt Y

d

di: = x +cost,

med begynnelsevirden givna av z(0) = 1 och y(0) = 1.

Losning: Lat X och Y beteckna Laplacetransformerna av x respektive y. Om vi
Laplacetransformerar ekvationen far vi

sX(s)—1 = —Y(s)fﬁ
sY(s)—1 = X(s)—l—ﬁ.

Pa matrisform far vi

(5 ) G6E) -0 == ()

Eftersom

far vi att
() = w=m () 0) e (D) ()

_ 1 s—1 n 1 —2s
o241\ s+1 (s2+1)2 s2—-1 )

Med hjilp av § far man nu

Svar:

tsint . .
=cost —sint —tsint

xz(t) = cost —sint — 2
samt
. 1 . 1 . .
y(t) = cost +sint + i(smtthcost) — i(smtftcost) = cost +sint + tcost.

I detta skede ar det lampligt att kontrollera att svaret uppfyller ekvationen och har
korrekt begynnelsevarden.

4 Lat z(t) vara en l-periodisk funktion given av

-t (1)
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da 0 <t < 1. Berdkna de reella talen a,, for n > 0 och b,, for n > 1 sadana att

(4) x(t) = %) + Z[an cos(2mnt) + by, sin(2mwnt)].

n=1
Losning: Lat

10 om t<0 eller t>1.

Lat Xo(w) vara fouriertransformen av zq(¢):

Xo(w) = / " po(t)e—itdt — /O (eI,

— 00

xo(t)_{ xz(t) om 0<t<1

Eftersom de komplexa fourierseriekoefficienterna ges av

1
Cn:/ x(t)e 2™ gt
0

far vi ¢, = Xo(2mn). For att beridkna Xg(w), observera att

w0 = [ [i ~(: ;ﬂ =1

1
Co = X()(O) = 6
For w # 0, observera att —jw®Xo(w) r fouriertransformen av z'(t). A andra

sidan &r (notera att eftersom z((0) = z¢(1) = 0 sa &r o kontinuerlig)

() = —2t+1 om O0<t<1
Lol =13 o om t <0 eller t>1.

Alltsa far vi

Vi ser att x; har sprangdiskontinuiteter av storlek 1i¢ =0 och it = 1. Alltsa blir

win ) —2 om 0<t<1
xO(t){ 0 om t<O0 eller t>1 +0(t) +0(t - 1).

En sista derivering ger
xy (1) = —=26(t) +26(t — 1)+ 8" (t) + &' (t — 1).
Vi far
—jw?Xo(w) = /Oo zy (e 9t = —2 4 27 + jw + jwe v,

Eftersom e 727 =1 far vi da
—j(2mn)3Xo(27n) = =2+ 245 - (27n) + j - (27n) = 27 - (27n),

varav, for n # 0,
2 1
n = Xo(2 =— =— .
¢ o(2mn) (27n)? 272n?

De reella fourierseriekoefficienterna ges nu av

a, = 2Rec,, b, = —2Imc,.

Vi far alltsa ag = 1/3 samt



for n > 1.
Svar: b, =0, ag = 1/3 och
1

m2n?2

Ay —

for n > 1. Notera att summan i hogerledet av (4) konvergerar till z(t) for alla ¢.

5 a. Lat v vara ett fritt fallande kropps hastighet nedat i vertikal led. Om kroppens
massa ir m, tyngdaccelerationen ar ¢ och luftmotstandet ges av kv? for en konstant
k, sa galler att

dv

ma =mg — kv®.

Efter en omskalning av v och tidsvariabeln kan man anta att ¢ = 1 och k/m = 1.
Da far vi ekvationen

dv
5 — =12
() o v
Los (5) under forutséttning att kroppen ér i vila vid ¢ = 0, d.v.s. v(0) = 0.
Losning: Ekvationen &r separabel och vi far

1 dv

1—o2dt
Om vi integrerar denna likhet fran 0 till ¢ och anvénder oss av att v(0) = 0 far vi

t t 1 d
t = /0 1dt = /0 [ d—:dt = {variabelbyte, v(0) = 0}

’U( ’U(t)l 1 1
/ dv:/ = + dv
0 1—U2 0 2 1—U 1+U

1 1 1.1
= —gln(l—v)+§ln(1+v) = iln li_z

Om vi exponentierar denna likhet far vi

1

tov_ e,

1—-v

varav
2t _ 1 1— —2t
l+v=e—ve? e v+ve?t =e? — 1= pv=" c

21 14e2t

Man bor nu kontrollera att detta stdmmer.
Svar:
1—e 2

T 1qe

v(t)

5 b. Berdkna gransvirdet lim;_ o v(t). Vad har detta gransvarde for tolkning?

Losning: D4 t — oo har vi e=2¢

— 0. Foljdaktligen far vi

lim v(¢) = 1.

t—o0
Vi konstaterar att hastigheten konvergerar mot ett &ndligt varde, vilket vi kan tolka
som en “sluthastighet”.
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6 Lat = vara en reellvird funktion (signal) pa ett intervall [0,nT], dir n &r ett
positivt heltal och 7" > 0. Vi vill approximera 2 med en funktion Zapprox pa
intervallet sa att

ap om 0<t<T
ap, om T <t<2T
xapprox(t) = . .

a, om (n— 1T <t<nT,

déar aq, as,..., a, ar reella tal. Hur skall vi valja a1, asg,..., a, sa att energin av
differensen & — Zapprox, d.v.s.

nT
| 100) = suppron (),
0
blir sa liten som mojligt?
Losning, alternativ 1: Lat

1 om 0<t<T
(bl(t)_{ 0 om t<0 eller t>T

samt
bun(t) = 1 om (m—1)T <t<mT
Y10 om t< (m—1)T eller ¢t >mT

for m = 2,...,n. Da kan vi skriva

xapprox(t) = Z a"L¢m(t)'
m=1

Definiera

Vidare har vi

nT n.on nT n
/ xipprox(t)dt = Z Am Ay / ¢m(t)¢] (t)dt =T Z a?n.
0 0
Vi far
nT
/0 |z (t) — mapprOX(t)‘gdt =

/0 [2(t) = Tapprox (V)][2(t) — Tapprox(t)]dt
nT nT
/o x(t)dt — 2/0 x(t)Tapprox (t)dt

nT
2
+ A xapprox (t)dt

Med hjalp av ovanstaende formler far vi da

nT nT n n
/ |2() = Tapprox (t)|*dt = / P()dt =27 Y amem +T Y a2,
0 0 m=1 m=1



Eftersom
2 2 2
—2amCm + az, = (am — cm)” — ¢,

far vi

nT nT n n
/ |2(t) — Tapprox (t)|*dt = / At —T > 2+ T (am —cm)?
0 0 m=1 m=1

Vi vill vélja a,, sa att vansterledet blir sa litet som mdgjligt. Eftersom den enda
termen i hogerledet som beror av a, ar den sista och eftersom denna term &r

icke-negativ far vi minimum da
n
TS (am—cm)*=0
A — )~ =0,
m=1

d.v.s. da a,, = cp.

Svar:
1 mT
U = = x(t)dt.
T (m-1)T
Losning, alternativ 2: Notera att
nT n kT
/ |2(t) — Tapprox (t)|*dt = Z/ |lz(t) — ax|?dt.
0 i1 (k=1)T

Vi har n termer i summan och de &r oberoende av varandra (varje term beror bara
pa ett ag). Att minimera summan &r dirmed samma sak som att minimera varje

term for sig. Term k ges av

kT
frlar) = /( ” lz(t) — ay|*dt

k—1
kT kT kT

= / x(t)th—Q/ x(t)akdt—i-/ azdt
(k—1)T (k—1)T (k—1)T
kT kT

- / x(t)2dt—2ak/ x(t)dt + Taj.
(k—=1)T (k—1)T

Om vi deriverar f; med avseende pa ay, far vi

kT
fax) = 2/( z(t)dt + 2T ay,.

k—1)T
Vi ser att om
ar < — x(t)dt
T Jik—1yr (®)
sé ar f'(ax) <0, d.v.s. fr minskar, och om
1 kT
ap > — z(t)dt
T Jie—1yr
sa ar f’(ax) > 0, d.v.s. fi 6kar. Med andra ord &r
1 kT
ap = — x(t)dt
T Jik—1yr

ett globalt minimum.



Svar:



