KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system I, 23 oktober 2009
1. Viskall (a.) visa att y(z) = e~ loser ekvationen zy” + 2z +2)y'+ (z+2)y =0, >0
och (b.) finna den allminna l6sningen till zy” + (2z +2)y’ + (v +2)y = <, x > 0.

Loésning: y(z) = e * ger y’ = —e~* och y” = ¢~ *. Inséttning i den homogena ekvationen
ger VL= (z — (22 + 2) + (r + 2))e* = 0 =HL. Sa a. ar klart.

For att 16sa den inhomogena ekvationen sitter vi (” reduktion av ordningen”) y(x) = z(z)e™
Dabliry' = (2" —2)e™®, y"”" = (2" = 22" + z) T och msattnmg i ekvationen ger (x(
22"+ 2)+ 2e+2)(z' —2)+ (x+2)z)e® = € " =1 s4z2"+2; :m%,
en linjir ekvation for 2’. Integrerande faktor: u( ) =ef T = 21““”' = |o:\2 = 22, si
ekvationen blir (z?2')’ = 1, med 16sning 2%z’ = 2+ C, dvs 2’ = 1 + & och (z > 0)

T

z=Inz— % + ¢z =Inz + c12 + ¢ med c1, ¢ godtyckliga konstanter. y( ) z(x)e™® ger

Svar b.: Losningen y(z) = e ®lnx + Cl? + c2e™®, c1, c2 godtyckliga konst.

x' +x =10y

/

och z(0) =0, y(0) =1.
y' =5y =—x

2. Vi soker z(t) och y(t) som uppfyller {

Losning: Alternativ 1, med egenvektorer etc.

Lat x(t) = (Zg;) Da blir ekvationerna x’ = Ax, diar A = (_1 15()).

A:s egenvirden: 0= det(A —\I) = _17; A 51—0/\‘ =X =4 +5=(A—2)°+1,88 \j 2 = 2+1.
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Egenvektor till Ay =2 +4: (7?1;1 3

Tvé linjéirt oberoende 16sningar ges dé av Re, Im av kje! = 3 ; ') e (cost + isint) =
2t (3cost +sint et (T cos t'+ 3sint , s& allménna losningen: x(¢) = c1 o2t 3cost +sint I
cost sint cost

ot <— cost + 3sint
c2€ .
sint

((1)) =x(0)=a (?) + o (Bl), sa c; = 1, cag = 3. Det ger

x(t) = 10e?tsint
y(t) = e?*(cost + 3sint)

Alternativ 2, med laplacetransform.
Om man laplacetransformerar ekvationssystemet (och anvénder begynnelsevillkoret) far man

sX -0+ X =10Y dvs (s+1 —10)(}()7(0)
sY —1-5Y =-X ' 1 s-5)\y) 1

och (XY (s+1 ~10 Loy 1 s—5 10 \ [0\ _ 1 10
Y )~ 1 5—5 1) s82—4s+5\ -1 s+1J\1)  (s5—2)2+1\s+1)"

Saledes X (s) = Y(s)= % S& svar som ovan.

. Konstanterna ci1, co bestams har av begynnelsevillkoret,

Svar: Losningen ar

= 2)2+1>
3. Ett LTI-system har pulssvaret h(t) = e sinc(3(t — 4)).

Vi soker utsignalen y(t) for insignal z(t) = sinc(3t).

Losning: Systemet r LTI, s y(t) = h(t) x x(t) = [°_ ™ sinc(3(r — 4)) sinc(t — 7) d7.
Det ger for fouriertransformerna att YV(w) = H(w)X (w).

Enligt formelsamling: sinc(t) iR rect 5=, sa sinc(3t) R Frect &, sinc(3(t — 4)) SR
te"“irect & och h(t) = e sinc(3(t — 4)) — SR g lwmmipect 4T = Lo~ pect T =
H(w), medan X (w) = % rect &

rect <o =1da —2m <w < 4w, =0 £06. ochrect g~ =1da —37 <w < 3m, =015, sa
Y(w) = H(w)X (w) = e~ rect =" rect & = ée‘“w
sinc(%(t —4)) lf—T> e 2 rect 2

7T 7\'
2 1 —idw
= 5€

Formelsamling igen: sinc(3t) w7 2 rect
5 FT 5 2 _
Ze'2tsine(3(t —4)) — 56 ’4(

Svar: Utsignalen y(t) = E smc(E(t - 4))

57‘—) Fﬂ-?

=Y (w), sa




4. z(t) =sin|t| da [t| < § och = 0 da [t| > 7.

Vi soker (a.) de generaliserade derivatorna z’(t) och " (t),

(b.) fouriertransformen X (w) (med hjalp av z(t) + «”(t)) och

(c.) fourierseriekoefficienterna c¢,, for z(t):s w-periodiska fortsittning.
sint, 0<t< 3

Lo6sning: z(t) = { —sint, —% <t <0 och ar styckvis kontinuerlig och deriverbar, sa
0, >3 cost, 0<t<%

o'(t)={z' )} +6(t+5)—0(t—3)=6(t+7F)—d(t—3F)+q—cost, =5 <t<0,

ty x(t) har sprang £1 it = F7. 0, >3

Eftersom ocksa {x'(¢)} ar styckvis kontinuerlig och deriverbar blir

—sint, 0<t<3
o (t) ={z'(t)} ' +6'(t+5)—0'(t—F) = 0" (t+5)—06"(t—5)+25(t)+ 1 sint, -2 <t<0,
ty {z’(t)} har ett sprang 21 ¢ = 0. 0, 1> 3
Alternativt kan man notera att x(t) = rect £ sgn(t)sint och anviinda att rect(t)’ = d(t +
1)—d(t—3) och sgn(t)’ = 26(t). Man far 2/(t) = --- = 6(t+Z)—6(t— %) +rect £ sgn(t) cost

och #”(t) =0'(t+ %) —6'(t — 5) 4+ 26(t) — rect £ - sgn(t) sin¢, samma som ovan.

Man ser att x(t) +2"(t) = 6'(t + §) — 6'(t — §) + 26(t), sa fouriertransformation ger
X(w) + (iw)*X (w) = iwe™? —jwe ™% 4+ 2 =2 — 2wsin(w), dvs X (w) = 21_%’2}2%@
(For w = +1 fas X(£1) = [*_az(t)eT**dt = =1, vilket gér X (w) kontinuerlig for w = +1.)
Fourierserien for den 7-periodiska fortséttningen &r Y2 c,e™®™, med (enligt formelsam-

lingen) ¢, = LX(n28) = LX(2n) = 215002 — 2

cost, 0<t<
Svar: a. z'(t) =6(t+3) —6(t —3) +{ —cost, —5 <t
0, It|™> 3
—sint, 0<t
x”(t) =6'"(t+5) —0'(t — 3) +24(t) + { sint, -7 <
07 |t| > 2
b. X (w) =279 g5 w #£ +1 och = 1 dd w = £1,
c. fourierserien ar Zzo:_oo cne?™, med ¢, = ﬁ-
5. Funktionen y(t), t > 0 (deriverbar och med y’(t) styckvis kontinuerlig och av exponen-
tiell typ) uppfyller att y(t) = cost + 2 fot y'(7)sin(t — 1) dr.
Vi soker (a.) y(0) och (b.) y(t) for t > 0.

Loésning: Med ¢t = 0 ger ekvationen att y(0) = cos0 + 2 fOO y'(7)sin(—7) dr, sa y(0) = 1.
Det betyder att £{y'(t)} = sY(s) — 1 och laplacetransformation av ekvationen ger (inte-
gralen i HL &r ju en faltning) Y (s) = S%H+2(5Y(s)fl)ﬁ, s (s2+1)Y(s) = s+25Y(5)—2
och Y(s) = (55:12)2 = 7%;_(%721) = 7(8_11)2 + L L7 ger y(t) = —tet + €.

Svar: a. y(0) = 1, b. y(t) = —tet + et for t > 0.

6. Funktionen x(t) har fouriertransformen X (w) = cos(4w) e~1*l. Vi soker (a.) t-funktionen
med fouriertransform e~1“l, da vi vet att e~ I* har transformen H%’ (b.) z(t) och (c.) alla
L sédana att z(t):s L-periodiska fortséttning z,(¢) ir %-periodisk.

Lésning: Eftersom e~ !l R 1+2w2 galler (dualitet) att H% ZL ome= vl = 2me~ vl sa
1 FT _

w(1+7) eIl _ _

X(w) = cos(dw)e Il = Letwelwl  Le—idwe—lwl gor direkt (med foregaende och fs) att

_1 1 1 1 . _ 1 1 1
2(t) = 3 mrragn T 2 rara=nyy 50 () = o (v T Fae—a2)

Fourierserien for den L-periodiska  (t), Yo" ¢, e ' har koefficienter ¢, = + X (n2F) =
1

T cos(4n2%)e""2fﬂ| (enligt formelsamling eller kort bevis). Funktionen ér £-periodisk precis
¢

2m) _

om ¢, = 0 for alla udda n (emzfw ar ju %—periodisk precis om n ar jamnt och de &r alla
linjirt oberoende). Villkoret &r alltsa att cos(4n2X) = cos(ni2Z) = 0, dvs att ni &r ett
udda heltal, for alla udda n. Det intraffar precis om % ar ett udda heltal (n = 1 ar udda,
s& det maste vara sa och om det ar sa ar villkoret uppfyllt for alla udda n), sa

Svar: a.

m har transformen e~ ¢!, b. z(t) = $(1+(t1_|_4)2 + 1+(t1_4)2),

P L . . . __ 16 .
c. zr(t) &r 3-periodisk precis om L = > for ett udda heltal k.



